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Abstract 
This paper is concerned with the group consensus problem for third-order multi-agent systems 
with fixed directed topology. By using algebraic graph theory and matrix theory, necessary and 
sufficient conditions are derived for multi-agent systems to achieve group consensus. Finally, a 
simulation example is given to verify the effectiveness of the theoretical results. 
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摘  要 

本文讨论三阶多智能体系统在固定有向拓扑下的分组一致性。利用代数图论和矩阵理论，建立了三阶多

智能体系统实现分组一致性的充要条件。数值模拟验证了理论结果的有效性。 
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1. 引言 

多智能体系统的一致性作为复杂网络动力学当前研究的热点，吸引了数学、物理学、社会学、信息

科学和控制工程等领域学者的极大关注。一致性是指系统中的各智能体随着时间的变化，最终都趋于相

同的状态。一致性作为协调控制的基础，其理论成果被无人机编队、水下作战潜艇、聚集问题和智能机

器人等领域广泛应用。 
2003 年，Jababaie 等人[1]运用代数图论首次对一阶多智能体系统的一致性问题进行理论分析，证明

了当通讯拓扑为无向连通图时，系统实现一致性。2004 年，Olfati-Saber 和 Murray [2]提出了多智能体系

统的理论框架和一致性协议的基本形式，证明了系统的收敛速度与通讯拓扑的代数连通度有关。2005 年，

Ren 和 Beard [3]将一阶多智能体系统实现一致性的条件放宽为通讯拓扑有生成树。2008 年，Ren [4]指出

在固定有向拓扑下，有生成树仅是二阶多智能体系统实现一致性的必要条件但非充分条件，为实现一致

性，控制参数还需要满足一定的条件。2010 年，Yu 等人[5]建立了在固定有向拓扑下二阶多智能体系统

实现一致性的充要条件，发现拉普拉斯矩阵特征值的实部和虚部都会影响系统的一致性。 
相比较而言，目前关于高阶系统的研究比较少，但其应用价值显而易见。2007 年，Ren 等人[6]通过

讨论固定有向拓扑下的拉普拉斯矩阵的特征值与系统矩阵的特征值之间的关系，给出高阶多智能体系统

实现一致性的条件。2013 年，Miao 等人[7]利用李雅普诺夫函数研究了在无向拓扑下带有噪声和时滞的

高阶多智能体系统的一致性。2016 年，Cao 和 Sun [8]讨论了离散时间固定有向拓扑下三阶多智能体系统

实现一致性的充要条件和参数范围。 
2009 年，Yu 和 Wang [9]首次提出分组一致性的概念，讨论了无向拓扑下一阶多智能体系统的分组

一致性。分组一致性是指在多智能体系统的协调控制中，根据环境、任务等实际需要，要求一个多智能

体系统中的智能体同时协调完成两个甚至两个以上的不同任务。2014 年，Xie 等人[10]建立了固定有向拓

扑下一阶多智能体系统实现分组一致性的充要条件，Feng 等人[11]则建立了固定有向拓扑下二阶多智能

体系统实现分组一致性的充要条件。Zhao 和 Ju [12]对固定有向拓扑和随机切换拓扑，分别给出了离散时

间一阶多智能体系统实现分组一致性的充要条件。 
本文在已有研究基础上，讨论三阶多智能体系统在固定有向拓扑下的分组一致性。首先，利用代数

图论和矩阵理论，建立了系统实现分组一致性的充要条件。然后，利用复系数多项式稳定性理论，探讨

了系统实现分组一致性与控制参数之间的关系。最后，用数值模拟验证了理论结果的有效性。 

2. 预备知识和问题描述 

考虑由 n m+ 个三阶智能体组成的多智能体系统，每个智能体的状态遵循如下动力学模型 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),  ,  ,  1, 2, ,i i i i i it t t t t u t i n mξ ζ ζ η η= = = = + 




                       (1) 

其中 ( )i tξ ∈、 ( )i tζ ∈、 ( )i tη ∈和 ( )iu t ∈ 分别表示第 i 个智能体的位置、速度、加速度和控制输

入。假定 n m+ 个智能体分为 1 和 2 两组，其中 

{ } { }1 21, 2, , ,  1, 2, , ,n n n n m= = + + +     

并记 
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定义 2.1：如果存在控制算法 ( )( )1,2, ,iu t i n m= + ，使得对任意初始条件 ( )0iξ 、 ( )0iζ 和 ( )0iη ，多

智能体系统(1)的状态满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim 0, lim 0, lim 0, , , 1, 2,i j i j i j kt t t
t t t t t t i j kξ ξ ζ ζ η η

→∞ →∞ →∞
− = − = − = ∀ ∈ =  

则称多智能体系统(1)在控制算法 ( )iu t 作用下渐近实现分组一致性。 

我们用加权有向图 ( ), , A=   表示各智能体之间的通讯关系，其中 { }1 2, , , n mv v v +=  为的节点集，

⊆ ×  为的边集， ( ) ( )n m n m
ijA a + × + = ∈   为的加权邻接矩阵。矩阵元素 0ija ≠ 当且仅当 ( ),j iv v ∈，

即第 i 个智能体能接收到来自第 j 个智能体的信息。 L D A= − 为 的拉普拉斯矩阵，其中

{ }1 2, , , n mD diag d d d +=  为对角阵，并且对 1,2, ,i n m= +
，对角线元素 

1,
.

n m

i ij
j j i

d a
+

= ≠

= ∑  

本文约定 nI 表示 n 阶单位矩阵， n1 表示所有元素均为 1 的 n 维列向量， n0 表示所有元素均为 0 的 n
维列向量， n mO × 表示所有元素均为 0 的 n m× 矩阵。当维数已经明了或者不紧要时，可省略表示它们维数

的下标。假定邻接矩阵 ijA a =   满足下列条件： 

假设 2.1： 

( ) ( )1 1 2 2
1 1

    0, ;             0, .
n m n

ij ij
j n j

A a i A a i
+

= + =

= ∀ ∈ = ∀ ∈∑ ∑   

为解决多智能体系统(1)的分组一致性问题，在文献[5] [6] [9] [11]的基础上，我们提出下列一致性算法： 

( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1

1
1

1

2
1

, ,

, ,

n

ij j i j i j i
j

n m

ij j j j
j n

i n

ij j j j
j

n m

ij j i j i j i
j n

a t t t t t t

a t t t i
u t

a t t t

a t t t t t t i

α ξ ξ β ζ ζ γ η η

αξ βζ γη

αξ βζ γη

α ξ ξ β ζ ζ γ η η

=

+

= +

=

+

= +

  − + − + −  



 + + + ∀ ∈  = 
  + + 

  + − + − + − ∀ ∈ 

∑

∑

∑

∑





             (2) 

其中 0, 0, 0α β γ> > > 为控制参数。 
在一致性算法(2)作用下，多智能体系统(1)可表示成下列矩阵形式 

( )
( )
( )

( )
( )
( )

,
t t
t t
t t

ξ ξ
ζ ζ
η η

   
   = Φ   
     







 

其中 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .
n mn m n m n m n m

n mn m n m n m n m

O I O

O O I

L L Lα β γ

++ × + + × +

++ × + + × +

 
 

Φ =  
 

− − − 

                            (3) 
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根据矩阵理论，Φ的特征多项式为 

( )( ) ( ) ( )3 2 3 2
+3

1
det det + ,

n m

n m in m
i

I I Lλ λ γλ βλ α λ γλ βλ α µ
+

+
=

   −Φ = + + = + + +   ∏              (4) 

其中 iµ 是 L 的第 i 个特征值。 

引理 2.1：([9]) 若假设 2.1 成立，则 L 有一个几何重数至少为 2 的零特征值，并且 
TT T

1 ,n mq  =  1 0 和
TT T

2 ,n mq  =  0 1  

是 L 对应于零特征值的两个线性无关的右特征向量。 
给定 n 阶复系数方程 

( ) ( ) ( )1 2
1 1 2 2j j j 0,n n n

n na b a b a bλ λ λ− −+ + + + + + + =
                         (5) 

其中 j 为虚数单位， ka 和 kb 为实数， 1,2, ,k n=  。令 0 01, 0a b= = ，以及 

4
2,1 1,1

2 3
1,1 2,1 2,2 1,2

,

,
i i i

i i i i i i

B a a

L a a b b B
− −

− − − −

 =


= −
                                   (6) 

1, 2, ,i n= 
，其中 1, 1 1, 1 0, 0,, , , , 1, 2, ,l l l l l l l la a b b a a b b l n− − − −= = = = =  ，以及 

3 3
,2 1 1,1 2,1 2,2 1 1,1 1,2 1 1,2

3 3
,2 1,1 2,1 2,2 2 1,1 1,2 2 1,2 1

, ,

,

,
0, ,

i m i i i m i i m i i m i

i m i i i m i i m i i m i

i j i j

a a a a a a B b L

b a a b a b B a L
a b i j n

− − − − + − − + −

− − − + − − + − +

 = − +
 = − −
 = = + > 当

 

( )1,2, , 1, 1,2, , 1 2 .i n m n i= − = + −     

引理 2.2：([13])方程(5)的根全部都具有负实部的充要条件是(6)成立，并且对任意 1,2, ,i n= 
，有

0iB > 。 

3. 主要结论 

定理 3.1：在一致性算法(2)的作用下，当且仅当Φ 有一个代数重数为 6 的零特征值且非零特征值都

具有负实部时，多智能体系统(1)可渐近实现分组一致性。此外，当渐近实现分组一致性时，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T 1 T 2 T 1 T 2 2 T 1 2 T 2
11 12 11 12 11 12 1

T 1 T 2 T 1 T 2 2 T 1 2 T 2
21 22 21 22 21 22 2

1 1lim 0 0 0 0 0 0 0,   ,
2 2
1 1lim 0 0 0 0 0 0 0,   ,
2 2

it

it

t p p tp tp t p t p i

t p p tp tp t p t p i

ξ ξ ξ ζ ζ η η

ξ ξ ξ ζ ζ η η

→∞

→∞

− − − − − − = ∀ ∈

− − − − − − = ∀ ∈





 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T 1 T 2 T 1 T 2
11 12 11 12 1

T 1 T 2 T 1 T 2
21 22 21 22 2

lim 0 0 0 0 0,   ,

lim 0 0 0 0 0,   ,

it

it

t p p tp tp i

t p p tp tp i

ζ ζ ζ η η

ζ ζ ζ η η
→∞

→∞

− − − − = ∀ ∈

− − − − = ∀ ∈





 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

T 1 T 2
11 12 1

T 1 T 2
21 22 2

lim 0 0 0,   ,

lim 0 0 0,   ,

it

it

t p p i

t p p i

η η η

η η η
→∞

→∞

− − = ∀ ∈

− − = ∀ ∈





 

其中
TT T

1 11 12,p p p =   和
TT T

1 11 12,p p p =   是 L 对应于零特征值且满足 T
1 1 1p q = 和 T

2 2 1p q = 的左特征向量， 1q 和

2q 的定义见引理 2.1。 
证明：(充分性)由(4)可知，若Φ的零特征值的代数重数为 6，则 L 的零特征值的代数重数等于 2。再

由引理 2.1 可知，L 的零特征值的几何重数也等于 2。令
TT T

1 11 12,p p p =   和
TT T

2 21 22,p p p =   为 L 对应于零特
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征值且满足 
T
1 1 1p q = 和 T

2 2 1p q =  

的左特征向量，其中 11p 和 21p 为 n 维向量， 12p 和 22p 为 m 维向量，则 
T T
11 221, 1.n mp p= =1 1  

设
TT T T

1 2 3, ,w w w w =   为Φ 对应于零特征值的右特征向量，则 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

2

3

.
n mn m n m n m n m n m

n m n mn m n m n m n m

n m

O I O w
O O I w

wL L Lα β γ

++ × + + × + +

+ ++ × + + × +

+

     
     =     
        − − − 

0
0
0

                        (7) 

由(7)可得 

2 3 n mw w += = 0 和 1 2 3 .n mLw Lw Lwα β γ +− − − = 0  

因此， 1w 是 L 对应于零特征值的右特征向量。结合引理 2.1 可知， 
TT T T

1, 1 , ,r n m n mw q + + =  0 0 和
TT T T

4, 2 , ,r n m n mw q + + =  0 0  

是Φ对应于零特征值的两个线性无关的右特征向量。进而，Φ的零特征值的几何重数等于 2。类似地可

以证明， 
TT T T

3, 1, ,l n m n mw p+ + =  0 0 和
TT T T

6, 2, ,l n m n mw p+ + =  0 0  

是Φ的对应于零特征值的两个线性无关的左特征向量。 
注意到 

2, 1, 3, 2,, ,r r r rw w w wΦ = Φ =  

其中 
T TT T T T T T

2, 1 3, 1, , , , , .r n m n m r n m n mw q w q+ + + +   = =   0 0 0 0  

于是， 2,rw 和 3,rw 是Φ对应于零特征值的广义右特征向量。类似地可以证明， 
TT T T

5, 2= , ,r n m n mw q+ +  0 0 和
TT T T

6, 2= , ,r n m n mw q+ +  0 0  

也是Φ对应于零特征值的广义右特征向量，而 
T T TT T T T T T T T T

1, 1 2, 1 4, 2, , , , , , , , ,l n m n m l n m n m l n m n mw p w p w p+ + + + + +     = = =     0 0 0 0 0 0 和
TT T T

5, 2, ,l n m n mw p+ + =  0 0  

是Φ对应于零特征值的广义左特征向量。 
设J为Φ的若当标准形，则存在非退化矩阵 P 使得 

( )

( )

T
1,
T
2,
T
3,

1 6 3 21 T
1, 2, 3, 4, 5, 6, 4,

23 2 6 T
5,
T
6,

, , , , , , ,

l

l

l
n m

r r r r r r l
n m

l

l

w
w
wJ O

PJP w w w w w w w
O J

w
w

× + −−

+ − ×

 
 
 
 

   
  Φ = =        

 
 
 
 




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其中 

1

0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0

J

 
 
 
 

=  
 
 
  
 

 

是Φ的零特征值对应的若当块，而 2J 是Φ的非零特征值对应的若当块。故而 

( )

( )

1

2

6 3 21 1

3 2 6

e
e e ,

e

J t
n mt Jt
J t

n m

O
P P P P

O
× + −Φ − −

+ − ×

 
 = =
 
 

 

其中 

1

2

2

11 0 0 0
2

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0

e .
10 0 0 1
2

0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1

J t

t t

t

t t

t

 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
 

 

由于Φ的非零特征值都具有负实部，因此 

( ) ( )
2

3 2 3 2lim e .J t
n m n mt

O + − × + −→∞
=  

经简单的计算可知， 

( )

( )

T T 2 T
1, 1, 1, 2, 2, 1, 2, 3, 3,

T T 2 T
4, 4, 4, 5, 5, 4, 5, 6, 6,

1lim e
2

1 0.
2

t
r l r r l r r r lt

r l r r l r r r l

w w tw w w t w tw w w

w w tw w w t w tw w w

Φ

→∞

 − − + − + + 
 

 − − + − + + = 
 

                    (8) 

注意到 

( ) ( )T T 2 T T T
1, 1, 1, 2, 2, 1, 2, 3, 3, 4, 4, 4, 5, 5,

T T T T 2 T 2 T
11 12 11 12 11 12

T T T T 2 T 2 T
21 22 21 22 21 22

2 T
4, 5, 6, 6,

11

1
2

1 1
2 2
1 1
2 21

2

r l r r l r r r l r l r r l

r r r l

w w tw w w t w tw w w w w tw w w

p p t p t p t p t p

p p t p t p t p t p
t w tw w w O O p

 + + + + + + + + 
 

 + + + = 
 

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 T T T T
12 11 12

T T T T
21 22 21 22

T T
11 12
T T
21 22

,p t p t p
O O p p t p t p
O O O O p p
O O O O p p

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 1 1
1 1 1 1

1 1
1 1

 

以及 
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( )
( )
( )

( )
( )
( )

0
e 0 ,

0

t

t
t
t

ξ ξ
ζ ζ
η η

Φ

   
   =   
      

 

由(8)可知，当 t →∞时，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 T 1 T 2 T 1 T 2 2 T 1 2 T 2
11 12 11 12 11 12

2 T 1 T 2 T 1 T 2 2 T 1 2 T 2
21 22 21 22 21 22

1 10 0 0 0 0 0 0,
2 2
1 10 0 0 0 0 0 0,
2 2

t p p t p t p t p t p

t p p t p t p t p t p

ξ ξ ξ ζ ζ η η

ξ ξ ξ ζ ζ η η

− − − − − − →

− − − − − − →

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 T 1 T 2 T 1 T 2
11 12 11 12

2 T 1 T 2 T 1 T 2
21 22 21 22

0 0 0 0 0,

0 0 0 0 0,

t p p t p t p

t p p t p t p

ζ ζ ζ η η

ζ ζ ζ η η

− − − − →

− − − − →

1 1 1 1

1 1 1 1

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 T 1 T 2
11 12

2 T 1 T 2
21 22

0 0 0,

0 0 0.

t p p

t p p

η η η

η η η

− − →

− − →

1 1

1 1

 

充分性得证。 
(必要性) 根据引理 2.1，L 的零特征值的代数重数至少为 2。结合(4)，Φ的零特征值的代数重数至少

为 6。设 

1

2

J O
J

O J
 

=  
 

 

是Φ的若当标准形，则 
1

2

e
e ,

e

J t
Jt

J t

O

O

 
=   
 

 

其中 1J 是Φ的零特征值对应的阶数至少为 6 的若当块，而 2J 是Φ的非零特征值对应的若当块。当Φ存

在一个具有非负实部的非零特征值时，有 
2lim e .J t

t
O

→∞
≠                                          (9) 

若Φ 的零特征值的代数重数大于 6 或存在一个具有非负实部的非零特征值，则 1eJ t 的秩大于 6 或(9)
成立。从而，当 t →∞时， eJt 的秩大于 6。进而，当 t →∞时， e tΦ 的秩也大于 6。另一方面，若在一致

性算法(2)作用下，多智能体系统(1)可渐近实现分组一致性，则当 t →∞时，e tΦ 的秩等于 6。由此推出矛

盾，必要性得证。 
定理 3.2：在一致性算法(2)的作用下，当且仅当 L 有一个代数重数为 2 的零特征值且其非零特征值

都具有正实部，同时控制参数满足下列条件： 

( )( )
22 2 2 2

2 22 2 2 2 2 2

Re Re Im ,

Re Re Im Re Re Im ,

i i i i

i i i i i i i i

βγ µ µ αγ µ β µ

βγ µ µ αγ µ β µ βγ µ α µ αβ µ µ

 > +


− − − >

             (10) 

时，多智能体系统(1)可渐近实现分组一致性，其中 ( )3,4, ,i i n mµ = + 是 L 的非零特征值。 
证明：由(4)可知，Φ的零特征值的代数重数为 6，当且仅当 L 的零特征值的代数重数等于 2。进一

步，Φ的非零特征值必是方程

 ( )3 2 0iλ γλ βλ α µ+ + + =                                    (11)
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的根，其中 ( )3,4, ,i i n mµ = + 是 L 的非零特征值。根据引理 2.2，经简单计算可知，方程(11)的根全部

都具有负实部的充要条件是(10)成立。根据定理 3.1，本定理得证。 

4. 数值模拟 

本节利用数值模拟验证理论结果的有效性。考虑由 5 个智能体组成的三阶多智能体系统，各智能体

之间的有向通讯拓扑如图 1 所示，其中智能体 1、2 和 3 属于一个子系统，而智能体 4 和 5 属于另一个子

系统。系统通讯拓扑的拉普拉斯矩阵为 

1 1 0 1 1
0 1 1 0 0

.1 0 1 0 0
0 0 0 1 1
0 0 0 1 1

L

− − 
 − 
 = −
 

− 
 − 

 

经计算可得 L 的特征值为 1 2 0µ µ= = 、 3 2µ = 、 4 1.5 0.866jµ = + 和 5 1.5 0.866jµ = − 。选取满足定理 
 

 
Figure 1. The digraph of communication with 
five agents 
图 1. 智能体 1~5 间的信息交流图 

 

 
Figure 2. The state trajectories of position 
图 2. 位置的状态轨迹 
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Figure 3. The state trajectories of velocity 
图 3. 速度的状态轨迹 

 

 
Figure 4. The state trajectories of acceleration 
图 4. 加速度的状态轨迹 

 

3.2 条件的控制参数 1α = 、 1β = 和 1.2γ = ，在一致性算法(2)的作用下，当初始条件为 ( ) 5 T
10 , 2,3, 4,50ξ =    、

( ) 5 T
10 ,7,8,9,100ζ =    和 ( ) 5 T

11,10 ,13,14,150η =    时，智能体的位置、速度和加速度的状态轨迹模拟结果

如图 2~图 4 所示。由图 2 可知， 1ξ 、 2ξ 和 3ξ 渐进趋于同一个时变状态，而 4ξ 和 5ξ 渐进趋于另一个时变

状态。由图 3 可知， 1ζ 、 2ζ 和 3ζ 渐进趋于同一个时变状态，而 4ζ 和 5ζ 渐进趋于另一个时变状态。由图 4
可知， 1η 、 2η 和 3η 渐进趋于同一个常值状态，而 4η 和 5η 渐进趋于另一个常值状态。这些结果与定理 3.2
的结论是一致的。 
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