
Pure Mathematics 理论数学, 2019, 9(10), 1132-1138 
Published Online December 2019 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/pm 
https://doi.org/10.12677/pm.2019.910139  

文章引用: 王超. 4pqn 阶 3 度对称图的分类[J]. 理论数学, 2019, 9(10): 1132-1138.  
DOI: 10.12677/pm.2019.910139 

 
 

A Classification on Cubic Symmetric Graphs 
of Order 4pqn 

Chao Wang 
School of Statistics and Mathematics, Yunnan University of Finance and Economics, Kunming Yunnan 

 
 
Received: Nov. 14th, 2019; accepted: Nov. 27th, 2019; published: Dec. 4th, 2019 

 
 

 
Abstract 
Let Γ  be a connected graph and ( )AutG ≤ Γ . Then Γ  is called a G-basic graph, if G is 
quasiprimitive or bi-quasiprimitive on VΓ . In this paper, we determine cubic symmetric G-basic 
graphs of order 4 npq , where p q<  are odd primes, and 1n ≥ . 
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摘  要 

设Γ是一个连通图， ( )AutG ≤ Γ ，如果G作用在VΓ上是拟本原或顶点二部拟本原的，则称Γ是G-基图。

在本文中，我们将 4 npq 阶3度对称G-基图，其中 p q< 为奇素数， 1n ≥ 。 
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1. 引言 

本文中所考虑的图都是连通的，无向的，无自环且无重边的。对于一个图Γ，我们用 ΓV ， ΓA 和 ( )Aut Γ
分别表示其顶点集，弧集和全自同构群。 ΓV 表示图Γ的阶(即Γ顶点的个数)。如果 ( )Aut Γ 的一个子群 G
作用在 ΓV ( ΓA )是传递的，则称Γ是 G-点传递的(G-弧传递的)。一个弧传递图也称为对称图。对一个正

整数 s， ΓV 中 1s + 个点 0 1, , , sα α α 满足 1iα − 与 iα  ( 1 i s≤ ≤ )邻接且 1 1i iα α− +≠  ( 1 1i s≤ ≤ − )，我们称

( )0 1, , , sα α α 为Γ的一条 s-弧。如果 ( )Aut ΓG ≤ 在 s-弧集上是传递的，则称Γ是 ( ),G s -弧传递的。进一

步，如果 ( )Aut ΓG ≤ 在 s-弧集上传递，在 1s + -弧集上不传递，那么Γ叫作 ( ),G s -传递。 
对阶数固定的对称图的研究一直是代数图论领域一个很热门的课题，例如，文献([1] [2] [3])分别分类

了阶为 p，2p 和 3p 的对称图。对于一些小度数的图也有很多学者研究，更多文献可参考([4]-[9])。1947
年，Tutte 在文献([10])中给出了 3 度图的点稳定子结构。此后，3 度对称图得到了很多学者的关注，例如：

Feng 等在文献([4])中刻画了两倍素数幂的 3 度对称图；Lu 等在文献([8])中研究了阶为 6p2的 3 度对称图；

Zhou 和 Feng 在([11])中分类了 2pq 阶的 3 度对称图。 
设 ( )SymG ≤ Ω 是一个传递置换群，如果 G 的每个极小正规子群在Ω上都是传递的，则称 G 是拟本

原的；如果 G 的每个极小正规子群在Ω 上至多有两个轨道且存在一个极小正规子群在Ω上恰好有两个轨

道，则称 G 是二部拟本原的。对于一个图 Γ， ( )Aut ΓG ≤ ，如果 G 在顶点集 ΓV 上是拟本原或二部拟本

原的，则称 Γ是一个 G-基图。研究对称图的方法分为以下两步： 
第一步，刻画基对称图； 
第二步，研究基图的正规覆盖。 
上述步骤我们可以看出对基图的刻画是研究对称图的基础，它对作基图的覆盖具有重要的参考作用。

设 Γ是阶为 4 npq ( 1n ≥ )的 3 度 G-弧传递图，本文中我们刻画 Γ的基图，其中 p，q 为素数且 3 p q≤ < ，

( )Aut ΓG ≤ 。主要结论如下： 
定理 1.1 设 Γ是阶为 4 npq ( 1n ≥ )的 3 度 G-弧传递图，其中 p，q 为素数且3 p q≤ < ，设 ( )Aut ΓG ≤

在 ΓV 上是拟本原或二部拟本原的， ΓVα ∈ ，则 ( )( ), Aut Γ , ,G sΓ 满足表 1。 
 
Table 1. G-basic symmetric graphs of order 4 npq  and valency 3 
表 1. 4 npq 阶 3 度 G-基对称图 

Γ  ( )Aut Γ  G s 

F084 PSL(2,8) PSL(2,8) 2 
1
220  PSL(2,11) PSL(2,11), 1 
1
364  PSL(2,13) PSL(2,13) 1 
1

1012  PSL(2,23) PSL(2,23) 2 

F620* PSL(2,31) PSL(2,31 4 
1
4324  PSL(2,47) PSL(2,47 3 
2

220  PGL(2,11) PGL(2,11) 2 
2

364  PGL(2,13) PGL(2,13) 2 
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关于本文中所使用的群论和图论的相关符号都是标准的，可参考文献([12] [13] [14])。例如：我们用 n ，

An 和Sn 分别表示 n 阶循环群，交错群和对称群。对于一个单群 T，我们用 ( )Tπ 表示 T 的素因子集合。 

2. 预备知识 

在本节中，我们给出一些与本文相关的定理和例子。首先是 Tutte 在 1947 年确定的 3 度对称图的点

稳定子的结构，它是我们研究 3 度图的基础。 
定理 2.1 ([10]) 设Γ是一个连通的 3 度 ( ),G s -弧传递图，则 5s ≤ ，则 ( ),G sα 满足表 2，其中 Vα ∈ Γ。 

 
Table 2. Point-stabilizer groups of cubic symmetric groups 
表 2. 3 度对称图的点稳定子 

s 1 2 3 4 5 

Gα  3  3S  3 2S ×  4S  4 2S ×  

Gα  3 2 3⋅  22 3⋅  32 3⋅  42 3⋅  

 
对于一个图 Γ，如果点稳定子 ( )Aut Γ

α 在α 的邻域 ( )Γ α 上是本原的，则称 Γ为局部本原的，由于素 

数度的弧传递图是局部本原的，因此下面的结论([15]，引理 2.5)提供了研究局部本原图的基本方法，这

个结论对 Praeger 的结果([16]，定理 4.1)进行了改进。 
定理 2.2 ([15]) 设 Γ是一个连通的奇素数度的 G-弧传递图， ( )Aut ΓG ≤ 有一个非传递正规子群 N 在

VΓ 上至少有三个轨道。则下列事实之一成立： 
1) N 在VΓ 上半正则， ( )Aut NG N ≤ Γ ， NΓ 是G N -弧传递的且 Γ是 NΓ 的正规 N-覆盖； 
2) Γ是 ( ),G s -弧传递的当且仅当 ( ),G N s -弧传递的，其中1 5s≤ ≤ 或 7s = ； 
3) ( )G G Nα δ

≅ ，其中 ΓVα ∈ ， NVδ ∈ Γ 。 

在文献([16])中，Praeger 将拟本原置换群分为八类，我们将其称为 O’Nan-Scott-praeger 定理。下面我

们简述 O’Nan-Scott-praeger 定理。 
定理 2.3 ([16])拟本原置换群可以分为以下八类： 
HA (仿射型)： ( )soc X 是交换的， kpΩ = ，其中 p 是素数， 1k ≥ 。 
HS (全形单型)： ( )soc X M N= × ，其中 N M T≅ ≅ 。 
HC (复合全型)： ( )soc X M N= × ，其中 kN M T≅ ≅ 。 
AS (几乎单型)： ( )soc X T= 是非交换单群， ( ) ( )Aut .OutT X T T T≤ ≤ 。 
TW (扭圈积型)： ( )soc dX T= 在Ω上正则，

kTΩ = ，其中 2d ≥ 。 
SD (单对角型)： ( )soc kX T= ， ( )soc X T

α
= ，

1kT −Ω = ，其中 2d ≥ ，α ∈Ω。 
CD (复合对角型)： ( )soc kX T= ， ( )soc lX Tα = ，

k lT −Ω = ，其中 2k ≥ ， l k ，α ∈Ω。 
PA (乘积作用型)： ( )soc rX T= ， ( )soc 1X

α
≠ ，其中1 r k≤ ≤ ，α ∈Ω。 

对于以下较小的群 G，我们可以利用 Magma ([17])确定所有同构意义下的弧传递图，并且得到下面

的几个例子。 
例 2.4 (1) ( )PSL 2,11G = ，则 G 存在子群同构于 3 ，此时存在一个阶为 220 阶的 3 度对称图，记为

1
220 。 ( ) ( )Aut Γ PSL 2,11≅ 。 

(2) ( )PSL 2,11G = ，则 G 存在子群同构于 3S ，此时存在一个阶为 220 阶的 3 度对称图，记为 2
220 。

( ) ( )Aut Γ PSL 2,11≅ 。 
例 2.5 (1) ( )PSL 2,13G = ，则 G 存在子群同构于 3 ，此时存在一个阶为 364 阶的 3 度对称图，记为
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1
364 。 ( ) ( )Aut Γ PSL 2,13≅ 。 

(2) ( )PSL 2,13G = ，则 G 存在子群同构于 3S ，此时存在一个阶为 364 阶的 3 度对称图，记为 2
364 。

( ) ( )Aut Γ PSL 2,13≅ 。 
例 2.6 ( )PSL 2, 23G = ，则 G 存在子群同构于 3S ，此时存在一个阶为 1012 阶的 3 度对称图，记为 1

1012 。

( ) ( )Aut Γ PSL 2, 23≅ 。 
例 2.7 ( )PSL 2,47G = ，则 G 存在子群同构于 4 2S × ，此时存在一个阶为 4324 阶的 3 度对称图，记

为 1
4324 。 ( ) ( )Aut Γ PSL 2, 47≅ 。 

3. 定理 1.1 的证明 

本节中，我们分以下三个引理来完成定理 1.1 的证明。 
引理 3.1 设 T 是一个非交换单群， 62 3 lT r s⋅ ⋅ ⋅ ，且 3 lrs T ，其中 3 r s≤ < 为素数。则 6AT ≅ ，

( )PSL 2,8 ， ( )PSL 2,11 ， ( )PSL 2,13 ， ( )PSL 2,16 ， ( )PSL 2,17 ， ( )PSL 2, 23 ， ( )PSL 2,31 ， ( )PSL 2,32 ，

( )PSL 2,47 ，或 ( )PSL 2,193 。 
证明：由于有限 p-群和 a bm n  (m，n 为素数，a，b 为正整数)阶群都可解，而可解单群必为素数阶循

环群，所以 ( ) 1Tπ ≠ 或 2，因此 ( ) 3Tπ = 或 4。如果 ( ) 3Tπ = ，由文献([12]，定理 1)，T 同构于([12]，
表 1)中的八个群之一，又因为 3 lrs T 通过检查群的阶，满足条件的群只有 6A ， ( )PSL 2,8 ，或 ( )PSL 2,17 。 

假设 ( ) 4Tπ = 。则 5 r s≤ < 且 62 3 lT r s⋅ ⋅ ⋅ 。由此可知 
7 2 22 , 3 ,T T r T   。                             (1) 

由文献([12]，定理 1)，T 同构于([12]，表 3)中的某个群或 ( )PSL 2, q ，其中 q 是一个素数幂。对于前

一种情况，由于 3 lrs T ，由([12]，表 3)查得不存在满足条件的群。 

如果 ( )PSL 2,T q≅ ，则有 ( )( ) 61 1 1 2 3
2

lT q q q r s= − + ⋅ ⋅ ⋅ 且 ( )2 1 3qπ − = ，因此 eq t= ，其中 1e ≥ 且

{ }2,3,5,t s∈ 。如果 { }2,3,5t∈ ，由式子(1)和 ( )2 1 3qπ − = 可知， 42q = 或 25，即 ( )PSL 2,16T ≅ ，或

( )PSL 2,32 ，如果 t s= ，此时有 

( )( ) 61 1 1 2 3
2

q q r− + ⋅ ⋅ ， 

即 

51 1 2 3
2 2

q q r−
⋅

+
⋅ ⋅ 。 

我们注意到
1 1, 1

2 2
q q− +  = 

 
，于是 51 2 3

2
q −

⋅ 或 51 2 3
2

q +
⋅ ，因此 q = 11，13，23，31，47，49，97

或 193。通过检查群的阶可得， ( )PSL 2,11T ≅ ， ( )PSL 2,13 ， ( )PSL 2, 23 ， ( )PSL 2,31 ， ( )PSL 2,47 或

( )PSL 2,193 。 

之后，我们总假设Γ是一个阶为 4 npq  ( 3 , 1p q n≤ < ≥ )的连通 G-弧传递 3 度图，且 G 在 ΓV 上是拟

本原或二部拟本原的，其中 ( )Aut ΓG ≤ 。令 ΓVα ∈ 。 
引理 3.2 假设 G 在 ΓV 上是拟本原的，则 Γ F084≅ ， 1

220 ， 1
364 ， 1

1012 ， 1
620 或 1

4324 。 
证明：设 N 是 G 的一个极小正规子群。则 N 为同构单群的直积，即 1 2

d
dN T T T T= = × × × ，其中 iT T≅

( 1, ,i d=  )是一个单群。因为 G 在 ΓV 上拟本原，所以 N 在 ΓV 上是传递的。如果 N 是交换的，则 N 在 ΓV
上半正则，于是 4d nT N pq= ，这是不可能的，故 N 是非交换的。首先我们断言 1d = 。事实上，由 Γ的
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连通性及1 N Gα α≠  ，我们可知 Γ是 N-弧传递的。此时，如果 1T 在 ΓV 上传递，由([14]，定理 4.2A)可知

1T 的中心化子 ( )1NC T  (即 2T )是半正则的，与 2 4 nT pq 矛盾。如果 1T 在 ΓV 上至少有三个轨道，则由定理

2.2 可知 1T 是半正则的，同样是一个矛盾。从而 1T 在 ΓV 上恰好有两个轨道 U 和 W。又因为 1T N ，因此

U 和 W 构成 ΓV 上一个 N-不变划分，这就意味着集合稳定子 UN 在 N 中的指数为 2，而 dN T= 中没有指

数为 2 子群，矛盾。于是 N T= 。 
因此 Γ是 T-弧传递的，故Tα 满足定理 2.1。于是由 T 的传递性可以得到， 6Γ 2 3 nV T T p qα⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ 。

又因为 Γ是 T-弧传递的，故 3 Tα ，从而 3 npq T ，即 T 满足引理 3.1。 
假设 ( ) 3Tπ = ，则 T 和 ( ), np q 如表 3 所示。 

 
Table 3. Nonabelian groups with 3 prime factors and ( ), np q  

表 3. 含有 3 个素因子的单群及对应 ( ), np q 取值 

T 6A  PSL(2,8) PSL(2,17) 

( ), np q
 

(3,5) (3,7) (3,17) 

 
如果 6AT ≅ ，则 Γ 6T T Vα = = ，即 3STα ≅ 。由 Magma ([17])计算可得，满足条件的图 Γ不存在。

如果 ( )PSL 2,8T ≅ ，则 Γ 6T T Vα = = ，即 3STα ≅ 。由文献([18])可知 Γ F084≅ ，如果 ( )PSL 2,17T ≅ ，

则 Γ 12T T Vα = = ，即 3 2STα ≅ × 。但是 ( )PSL 2,17 中没有子群同构于 3 2S × ，这是不可能的。 
假设 ( ) 4Tπ = ，则 T 和 ( ), np q 如表 4 所示。 

 
Table 4. Nonabelian groups with 4 prime factors and ( ), np q  

表 4. 含有 4 个素因子的单群及对应 ( ), np q 取值 

T PSL(2,11) PSL(2,13) PSL(2,16) PSL(2,23) 

( ), np q  (5,11) (7,13) (5,17) (11,23) 

T PSL(2,31) PSL(2,32) PSL(2,47) PSL(2,193) 

( ), np q  (5,31) (11,31) (23,47) (97,193) 

 
如果 ( )PSL 2,11T ≅ ，则 Γ 3T T Vα = = ，即 3Tα ≅  ，由例 2.4 可知 1

220Γ ≅  。如果 ( )PSL 2,13T ≅ ，

则 Γ 3T T Vα = = ，即 3Tα ≅  。由例 2.5 可知 1
364Γ ≅  。如果 ( )4PSL 2,2T ≅ ，则 Γ 12T T Vα = = ，即

3 2STα ≅ × ，但 ( )4PSL 2, 2 中没有同构于 3 2S × 的 12 阶子群。如果 ( )PSL 2,23T ≅ ，则 Γ 6T T Vα = = ，

即 3STα ≅ ，由例 2.6 可知 1
1012Γ ≅  。如果 ( )PSL 2,31T ≅ ，则 Γ 24T T Vα = = ，即 4STα ≅ ，由文献([18])

可知 *Γ F620≅ 。同样地，由例 2.7 可以得到 1
4324Γ ≅  ，此时 ( )PSL 2, 47T ≅ ， 3 2STα ≅ × 。而对于

( )5PSL 2, 2T ≅ 和 ( )PSL 2,193T ≅ ，有 4STα ≅ 和 4 2S × ，但是对应的 T 都没有子群同构于 4S 和 4 2S × 。 
引理 3.3 G 在 ΓV 上是二部拟本原的，则 2

220Γ ≅  ，或 2
364 。 

证明：因为G在 ΓV 上二部拟本原，所以G存在极小正规子群 dN T= 在 ΓV 上恰好有两个轨道 1∆ 和 2∆ ，

那么 Γ就是一个二部图。令
1 2

G G G+
∆ ∆= = ，则有 N G+≤ ， : 2G G+ = 且G Gα α

+= 。假设G+ 作用在 1∆ 上

是不忠实的，由([19]，引理 5.2)，是一个完全二部图，又因为 Γ为 3 度图，则 3,3Γ K≅ ，即 6VΓ = ，与

4 nV pqΓ = 矛盾。从而G+ 作用在 i∆  ( 1, 2i = )上忠实，由([20]，定理 1.5)可知，下述之一成立： 
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1) G+ 在 i∆ 上是拟本原的；或 
2) G+ 中存在两个正规子群 1M 和 2M ，使得 1 2M M≅ 且在VΓ上半正则。进一步地，有群 1 2M M M= ×

在 i∆ 上是正则的。 
对于(2)，我们可以得到

2
1 2 nM M pq= = ，这是不可能的。 

故(1)成立，因为 Δ 2 n
i pq= ，由定理 2.3 可知，G+ 是几乎单或乘积作用型。设 ( )soc dN G T+= = 是G+

的基柱。其中 T 是非交换单群且 1d ≥ 。 
假设G+ 是几乎单的，因此 ( )soc G T+ = 。进一步地，如果 T 不是 G 唯一的极小正规子群，由于

2.G G+=  ，我们很容易可以得到 2G G+= × ，也就是说 G 有正规子群 2 在 ΓV 上有 2 npq 个轨道，与 G
的二部拟本原性矛盾。从而 G 是几乎单的，设 ( )soc G T= 。因此我们可以令 .G T o= ， .G T o+ ′= ，其中

( )2 Outo T≤ ≤ 且 : 2o o′ = 。 
因为T Gα α ，由定理 2.1 可知 42 3Tα ⋅ ，因此 52 3 n

i T T p qα∆ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ 。另一方面，由于 1Tα ≠ ，我

们可以得到 3 Tα ，从而 3 npq T ，故 T 满足引理 3.1 且 ( ) 3Tπ = 或 4。 
当 ( ) 3Tπ = 时，则 T 和 ( ), np q 满足表 3。如果 6T A≅ ，则 12iT Tα = ∆ = 。因为 ( ) 2

6 2Out A =  ，

所以 2o =  ， 1o′ = 或 2
2o =  ， 2o′ =  。故 12G G T oα α α

+ ′= = ⋅ = 或24， 6G S≅ 或 ( )6Aut A 。由 Magma 
([17])，这两种情况下都没有图 Γ存在。如果 ( )PSL 2,8T ≅ ，因为 ( )( ) 3Out PSL 2,8 =  没有指数为 2 的子

群，与 : 2o o′ = 矛盾。如果 ( )PSL 2,17T ≅ ，因为 ( )( ) 2Out PSL 2,17 =  ， 24iT Tα = ∆ = ，所以

24G G T oα α α
+ ′= = ⋅ = ， ( ) ( )2PSL 2,17 . PGL 2,17G ≅ = ，由 Magma ([17])，不存在满足条件的图Γ。 

当 ( ) 4Tπ = 时 ， ( ), , nT p q 满 足 表 4 。 如 果 ( )PSL 2,193T ≅ ， 则 96iT Tα = ∆ = ， 从 而
42 3G G T oα α α

+ ′= = ⋅ > ⋅ 。这与定理 2.1 矛盾。如果 ( )PSL 2,32T ≅ ，则 ( ) 5Out T =  ，因为 : 2o o′ = ，

矛盾。如果 ( )4PSL 2, 2T ≅ ，则 24iT Tα = ∆ = 。因为 ( )( )4 2
2Out PSL 2,2 =  ，故 ( )PGL 2,16G ≅ 或

( )( )Aut PSL 2,16 ，且对应的Gα 分别为 4S 或 4 2S × ，由 Magma ([17])可知 ( )4PGL 2,2 中没有 24 阶子群，

( )( )4Aut PSL 2, 2 中没有同构于 4 2S × 的 48 阶子群，矛盾。如果 ( )PSL 2,31T ≅ ，则 48Tα = 。又因为

( )( ) 2Out PSL 2,31 =  ，所以 ( )PGL 2,31G ≅ 且 48Gα = 。与 ( )PGL 2,31 中没有 48 阶子群矛盾。若

( )PSL 2,23T ≅ 或 ( )PSL 2, 47 时，由 Magma ([17])，不存在这样的 3 度对称图。若 ( )PSL 2,11T ≅ 或

( )PSL 2,13 ，由例 2.4 和 2.5 可知， 2
220Γ ≅  或 2

364 。 
假设G+ 是乘积作用型的，则 ( )1 2 2d

dN T T T T d= = × × × ≥ ，其中 iT T≅ ( 1, ,i d=  )是一个单群。如

果 1T 在 1Δ 上是传递的，由([14]，定理 4.2A)可知 2T 是半正则的，故 2 2 nT pq ，矛盾。从而 1T 在 1Δ 和 2Δ 上

都不传递，由([8]，引理 3.2)可知 1T 是半正则的，同样可以推出矛盾。 
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