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Abstract 

In this paper, according to the character of finite Abelian group G and the order of automorphism 
group of it, the structure of finite Abelian group G with automorphism group for the order 

( )t pq t2 1 3≤ ≤  is discussed. The following results are obtained: G has 6 types when t = 1; G has 22 

types when t = 2; G has 49 types when t = 3. 
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摘  要 

本文利用有限Abel群G的性质和它的自同构群的阶，讨论了自同构群 ( )A G 的阶为 ( )t pq t2 1 3≤ ≤ 的有限

Abel群G的构造。得出以下结果：当t = 1时，G最多有6型；当t = 2时，G最多有22型；当t = 3时，𝑮𝑮最多

有49型。 

 

 

*通讯作者。 

http://www.hanspub.org/journal/pm
https://doi.org/10.12677/pm.2019.93042
https://doi.org/10.12677/pm.2019.93042
http://www.hanspub.org


石静静，周芳 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2019.93042 317 理论数学 

 

关键词 

有限Abel群，自同构群，群构造 

 
 

Copyright © 2019 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

众所周知，自同构群 ( )A G 是由群 G 决定的。反之，如果知道 ( )A G 的阶，能否确定群 G 的构造？

余红宴和黄本文在这方面做了一些研究，见[1] [2] [3]。本文将讨论当 ( )A G 的阶为 2t pq 时，群 G 的构造。

文中设群 G 是有限 Abel 群， G 表示群 G 的阶， ( )A G 表示群 G 的自同构群， nC 表示 n 阶的循环群，

而
ipS 表示群 G 的 Sylow ip 子群，其它符号是标准的，见文献[4]。 

2. 预备知识 

引理 2.1 [4]若 nG C ，则 ( )A G 为 ( )nϕ 阶的交换群，其中 ( )nϕ 为欧拉函数。 

引理 2.2 [4]若 G 是 np 阶交换群，则 ( ) ( )1 1 |np p A G− − 。 

引理 2.3 [4]设G H K= × ，则当 ( ), 1H K = 时， ( ) ( ) ( )A G A H A K× 。 

引 理 2.4 [5] 设 G 是 np 阶 交 换 群 ， G 的 型 为
1 2

1 1 2 2[ , ; , ; , ], , ; ,
t

t t

s s s

m m m m m m
 

 

 





 ， 其 中

1 2 0tm m m> > > > ， 0is > ，则 ( ) ( )1 1 1isu k
i k
tA G p p
= =

= −∏ ∏ ，其中 
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{ }max ,

, 1 1

1
,

2

tt
i i

i j ij ij i j
i j i

s s
u s s m m m

= =

+
= − =∑ ∑  

下面在定理的证明中，总假定 1 2, , , kp p p 为不同的奇素数。 

3. 主要结果及证明 

定理 3.1 设𝐺𝐺为有限交换群，当 ( ) 2A G pq=
 

(p，q 为互异的奇素数)时，群 G 最多有 6 型。 

证明：设 0 1 2
1 22 k

kG p p pα αα α=  ，则
1 22 kp p pG S S S S≅ × × × × ，并且 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 22 kp p pA G A S A S A S A S≅ × × × × 。由于对每个奇素数 ip 来说，都有 ( )2 |
ipA S ，而 

( ) ( )| 2
ipA S A G pq= ，则有 2 | 2k pq ，所以 0,1k = 。 

(1) 当 0k = 时， 02G α= 。又 ( )0 1
22 | A Sα − ，而 ( ) ( )2 | 2A S A G pq= ，故 0 1, 2α = 。 

(I) 当 0 1α = 时， 2G = ，则 2G C≅ ，进而 ( ) 1A G = ，与 ( ) 2A G pq= 矛盾。 

(II) 当 0 2α = 时， 4G = ，则 22
G C≅ ， 2 2C C× 。 

(i) 若 22
G C≅ ，有 ( ) 2A G = ，与 ( ) 2A G pq= 矛盾。 

(ii) 若 2 2G C C≅ × ，有 ( ) 6A G = ，与 ( ) 2A G pq= 矛盾。 

(2) 当 1k = 时，由于 ( )2 |
ipA S ，得 ( )2 1A S = ，则有 0 0,1α = 。又由 ( ) ( )1

1

1
1 1 1 | pp p A Sα − − ，而

( ) ( )
1

| 2pA S A G pq= ，故 1 1, 2α = 。 
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(I) 当 1 1α = 时，则有
1 1p pS C= ，我们有

1pG C≅ ，
12 pC C× 。由于 ( ) 1 1 2A G p pq= − = ，可得 1 2 1p pq= + 。

当 2 1pq + 为素数时，有 1 2 1pqG C +≅ ， 2 2 2 1pqG C C +≅ × 。 

(II) 当 1 2α = 时，则 21 1
p p

S C= ，
1 1p pC C× 。 

(i) 若 21 1
p p

S C= ，有 2
1p

G C≅ ， 2
1

2 p
C C× 。因为 ( ) ( )1 1 1 2A G p p pq= − = ，令 1p q= ，即 1 2 1p q p= = + 。

当 2 1p + 为素数时，有
( )23 2 1p

G C
+

≅ ，
( )24 2 2 1p

G C C
+

≅ × 。同理，令 1p p= ，即 1 2 1p p q= = + ，当 2 1q + 为

素数时，有
( )25 2 1q

G C
+

≅ ，
( )26 2 2 1q

G C C
+

≅ × 。 

(ii) 若
1 1 1p p pS C C= × ，则有

1 1p pG C C≅ × ，
1 12 p pC C C× × ，此时 ( ) ( ) ( )2

1 1 11 1 2A G p p p pq= − + = ，与

( )32 | 2A G pq= 矛盾，故 G 不存在。 

定理 3.2 设 G 为有限交换群，当 ( ) 22A G pq=
 

(p，q 为互异的奇素数)时，群 G 最多有 22 型。 

证明：设 0 1 2
1 22 k

kG p p pα αα α=  ，则有
1 22 kp p pG S S S S≅ × × × × ，且 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 22 kp p pA G A S A S A S A S≅ × × × × 。由于对每一个奇素数 ip ，有 ( )2 |
ipA S ，而且 

( ) ( ) 2| 2
ipA S A G pq= ，所以 22 | 2k pq ，故 0,1,2k = 。 

(1) 当 0k = 时， 02G α= 。由于 ( )0 1
22 | A Sα − ，且 ( ) 2

2 | 2A S pq ，可得 0 1, 2,3α = 。 

(I) 当 0 1, 2α = 时，由定理 3.1 的证明可知，G 是不存在的。 

(II) 当 0 3α = 时， 32G = ，则 3 2 2 2 2 22 2
, ,G C C C C C C≅ × × × 。 

(i) 若 32
G C≅ ，有 ( ) 22A G = 。 

(ii) 若 2 22
G C C≅ × ，有 ( ) 32A G = 。 

(iii) 若 2 2 2G C C C≅ × × ，有 ( ) 32 3 7A G = ⋅ ⋅ 。均与 ( ) 22A G pq= 矛盾。 

(2) 当 1k = 时， 0 1
12G pα α= ，由 ( )2 |

ipA S 可知， ( )2 1A S = ，则 0 0,1, 2α = 。 

(I) 当 0 0,1α = 时，我们有 ( ) ( )1
1

1
1 1 1 | pp p A Sα − − ，并且 ( ) ( )

1

2| 2pA S A G pq= ，故 1 1, 2α = 。 

(i) 当 1 1α = 时，有
1 12,p pG C C C≅ × ，此时 ( ) 2

1 1 2A G p pq= − = ，得出 2
1 2 1p pq= + 。当 22 1pq + 为

素数时，有 21 2 1pq
G C

+
≅ ， 22 2 2 1pq

G C C
+

≅ × 。 

(ii) 当 1 2α = 时，可知 21 1 11
,p p pp

S C C C= × 。 

(a) 若 21 1
p p

S C= ，则 2 2
1 1

2,
p p

G C C C≅ × 。由于 ( ) ( ) 2
1 1 1 2A G p p pq= − = ，若令 1p q= ，即 2

1 2 1p q p= = + 。

当 22 1p + 为素数时，有
( )223
2 1p

G C
+

≅ ，
( )224 2
2 1p

G C C
+

≅ × 。同理，令 1p p= ，有
( )225
2 1q

G C
+

≅ ，

( )226 2
2 1q

G C C
+

≅ × 。 

(b) 若
1 1 1p p pS C C= × ，则有

1 1 1 12,p p p pG C C C C C≅ × × × ，而 ( ) ( ) ( )2 2
1 1 11 1 2A G p p p pq= − + = ，与

( )3 22 | 2A G pq= 矛盾，因此 G 不存在。 

(II) 当 0 2α = 时， 22 2 22
,S C C C= × 。 

(i) 当 1 1α = 时，
1 1p pS C= 。 

(a) 若 22 2
S C= ，有 2 12 pG C C≅ × ，由于 ( ) ( ) 2

12 1 2A G p pq= − = ，可得 1 2 1p pq= + 。当 2 1pq + 为素

数时，有 27 2 12 pqG C C +≅ × 。 
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(b) 若 2 2 2S C C= × ，有
12 2 pG C C C≅ × × ，因为 ( ) ( ) 2

12 3 1 2A G p pq= ⋅ − = ，可令 3p = ，则有 1 2 1p q= + 。

当 2 1q + 为素数时，有 8 2 2 2 1qG C C C +≅ × × 。 
(ii) 当 1 2α = 时， 21 1 11

,p p pp
S C C C= × 。 

(a) 若 22 2
S C= ，则有 2 2 2 1 112 2

, p pp
G C C C C C≅ × × × 。 

若 2 2
12 p

G C C≅ × ，此时 ( ) ( ) 2
1 12 1 2A G p p pq= − = 。若令 1p p= ，则 1 2 1p p q= = + 。当 2 1q + 为素数

时，有
( )2 29 2 2 1q

G C C
+

≅ × 。同理，令 1p q= 时，有
( )2 210 2 2 1p

G C C
+

≅ × 。 

若 2 1 12 p pG C C C≅ × × ，由于 ( ) ( ) ( )2 2
1 1 12 1 1 2A G p p p pq= − + = ，得 ( ) ( )2

1 1 11 1 2p p p pq− + = ，矛盾，

故 G 不存在。 
(b) 若 2 2 2S C C= × ，此时 2 1 11

2 2 2 2, p pp
G C C C C C C C≅ × × × × × 。 

若 2
1

2 2 p
G C C C≅ × × ，由于 ( ) ( ) 2

1 12 3 1 2A G p p pq= ⋅ ⋅ − = ，则有 ( )1 13 1 2p p pq⋅ − = ，此时得到

1 3p p q= = = ，与 ,p q 为不同的奇素数矛盾，因此 G 不存在。 

若
1 12 2 p pG C C C C≅ × × × ，由 ( ) ( ) ( )2 2

1 1 12 3 1 1 2A G p p p pq= ⋅ ⋅ − + = ，我们有 

( ) ( )2
1 1 13 1 1 2p p p pq× − + = ，矛盾，故 G 不存在。 

(3) 当 2k = 时， 0 1 2
1 22G p pα α α= ，又 ( ) ( )2 | 1,2

ipA S i = ，所以 0 0,1α = 。由 

( ) ( )1 21 1 2
1 1 2 21 1 | 2p p p p pqα α− −− − ，可得 1 1, 2α = ， 2 1, 2α = 。 

(I) 1 21, 1α α= = ：
1 2 1 22,p p p pG C C C C C≅ × × × ， 此 时 有 ( ) ( )( ) 2

1 21 1 2A G p p pq= − − = 。 由 于

1 21, 1p p− − 是不同的偶数，而 22 2 2 2 2pq pq p q= ⋅ = ⋅ ，则当 2 1pq + 为素数时，有 11 3 2 1pqG C C +≅ × ，

12 2 3 2 1pqG C C C +≅ × × ；当 2 1,2 1p q+ + 为素数时，有 13 2 1 2 1p qG C C+ +≅ × ， 14 2 2 1 2 1p qG C C C+ +≅ × × 。 

(II) 1 22, 1α α= = ：此时只需考虑 2 22 21 1
2,p pp p

G C C C C C≅ × × × 。由于 ( ) ( )( ) 2
1 1 21 1 2A G p p p pq= − − = ，

若令 1p p= ，则有 ( )( ) 2
1 21 1 2p p q− − = 。由于 1 21, 1p p− − 是不同的偶数，而 22 2 2q q= ⋅ ，则当 2 1q + 为

素数时，有 215 2 13 qG C C +≅ × ， 216 2 2 13 qG C C C +≅ × × ，
( )217 32 1q

G C C
+

≅ × ，
( )218 2 32 1q

G C C C
+

≅ × × 。同理，令 1p q=

时，有 219 2 13 pG C C +≅ × ， 220 2 2 13 pG C C C +≅ × × ，
( )221 32 1p

G C C
+

≅ × ，
( )222 2 32 1p

G C C C
+

≅ × × 。 

(III) 1 22, 2α α= = ：只需考虑 2 2 2 2
1 2 1 2

2,
p p p p

G C C C C C≅ × × × ，由 ( ) ( ) ( ) 2
1 1 2 21 1 2A G p p p p pq= − − = ，

可得 1 2 3p p p q= = = = ，与 ,p q 为互异的奇素数不符，故 G 不存在。 

定理 3.3 设 G 为有限交换群，当 ( ) 32A G pq= (p，q 为互异的奇素数)时，群 G 最多有 49 型。 

证明：设 0 1 2
1 22 k

kG p p pα αα α=  ，则有
1 22 kp p pG S S S S≅ × × × × ，以及 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 22 kp p pA G A S A S A S A S≅ × × × × 。由于对每个奇素数 ip ，有 ( )2 |
ipA S ，而 

( ) ( ) 3| 2
ipA S A G pq= ，所以 32 | 2k pq ，因此可得 0,1,2,3k = 。 

(1) 当 0k = 时， 02G α= 。又因为 ( )0 1
22 | A Sα − ，而 ( ) 3

2 | 2A S pq，所以 0 1, 2,3, 4α = 。 

(I) 当 0 1, 2,3α = 时，由定理 3.2 的证明知，G 不存在。 

(II) 当 0 4α = 时， 42G = ，则 4 3 2 2 22 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2
, , , ,G C C C C C C C C C C C C≅ × × × × × × × 。 

(i) 若 42
G C≅ ，则有 ( ) 32A G = 与 32 pq 不符。 

(ii) 若 3 2 2 22 2 2 2 2 2 22 2 2 2
, , ,G C C C C C C C C C C C≅ × × × × × × × ，由计算可知均有 ( )4 32 | 2A G pq= 矛盾，

故 G 不存在。 
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(2) 当 1k = 时， 0 1
12G pα α= ，因为 ( )2 |

ipA S ，可知 ( )2 1A S = ，则 0 0,1, 2,3α = 。 

(I) 当 0 0,1α = 时，由于 ( ) ( )1
1

1
1 1 1 | pp p A Sα − − ，而又有 ( ) ( )

1

3| 2pA S A G pq= ，故 1 1, 2α = 。 

(i) 当 1 1α = 时，
1 12,p pG C C C≅ × ，此时 ( ) 3

1 1 2A G p pq= − = ，得到 3
1 2 1p pq= + 。当 32 1pq + 为素

数时，有 31 2 1pq
G C

+
≅ ， 32 2 2 1pq

G C C
+

≅ × 。 

(ii) 当 1 2α = 时，可知 21 1 11
,p p pp

S C C C= × 。 

(a) 若 21 1
p p

S C= ，有 2 2
1 1

2,
p p

G C C C≅ × ，此时 ( ) ( ) 3
1 1 1 2A G p p pq= − = 。若令 1p q= ，即 3

1 2 1p q p= = + 。

当 32 1p + 为素数时，有
( )233
2 1p

G C
+

≅ ，
( )234 2
2 1p

G C C
+

≅ × 。同理，令 1p p= 时，有
( )235
2 1q

G C
+

≅ ，

( )236 2
2 1q

G C C
+

≅ × 。 

(b) 若
1 1 1p p pS C C= × ，则有

1 1 1 12,p p p pG C C C C C≅ × × × 。由 ( ) ( ) ( )2 3
1 1 11 1 2A G p p p pq= − + = ，若

1 1 2p λ− = ， λ 为偶数时，产生矛盾。 λ 为奇数时，代入等式左边为偶数，右边为奇数，不符，因此 G
不存在。 

(II) 当 0 2α = 时， 22 2 22
,S C C C= × 。 

(i) 当 1 1α = 时，
1 1p pS C= 。 

(a) 若 22 2
S C= ，有 2 12 pG C C≅ × ，由 ( ) ( ) 3

12 1 2A G p pq= − = ，得出 2
1 2 1p pq= + 。当 22 1pq + 为素

数时，有 2 27 2 2 1pq
G C C

+
≅ × 。 

(b) 若 2 2 2S C C= × ，则
12 2 pG C C C≅ × × ，此时 ( ) ( ) 3

12 3 1 2A G p pq= ⋅ − = 。若 3p = ，可知 2
1 2 1p q= + 。

当 22 1q + 为素数时，有 28 2 2 2 1q
G C C C

+
≅ × × 。 

(ii) 当 1 2α = 时， 21 1 11
,p p pp

S C C C= × 。 

(a) 若 22 2
S C= ，可知 2 2 2 1 112 2

, p pp
G C C C C C≅ × × × 。 

当 2 2
12 p

G C C≅ × ，由 ( ) ( ) 3
1 12 1 2A G p p pq= − = ，得 ( ) 2

1 1 1 2p p pq− = 。若令 1p p= ，即 2
1 2 1p p q= = + 。

当 22 1q + 为素数时，有
( )2 229 2 2 1q

G C C
+

≅ × 。同理，令 1p q= 时，有
( )2 2210 2 2 1p

G C C
+

≅ × 。 

当 2 1 12 p pG C C C≅ × × ，由 ( ) ( ) ( )2 3
1 1 12 1 1 2A G p p p pq= − + = ，得 ( ) ( )2 2

1 1 11 1 2p p p pq− + = ，产生矛

盾，故 G 不存在。 
(b) 若 2 2 2S C C= × ，有 2

1
2 2 p

G C C C≅ × × ，
1 12 2 p pC C C C× × × 。 

当 2
1

2 2 p
G C C C≅ × × ，我们有 ( ) ( ) 3

1 12 3 1 2A G p p pq= ⋅ ⋅ − = ，从而 ( ) 2
1 13 1 2p p pq⋅ − = 。若令 3p = ，

则 1 5p q= = ，于是有 211 2 2 5
G C C C≅ × × 。 

当
1 12 2 p pG C C C C≅ × × × ，则有 ( ) ( ) ( )2 3

1 1 12 3 1 1 2A G p p p pq= ⋅ ⋅ − + = ，于是 

( ) ( )2 2
1 1 13 1 1 2p p p pq⋅ − + = ，产生矛盾，因此 G 不存在。 

(III) 当 0 3α = 时， 3 22 2 2 2 22 2
, ,S C C C C C C= × × × 。当 22 2 2 2 22

,S C C C C C= × × × 时，由前面的证明易知

G 不存在，所以只需考虑 32 2
S C= 。 

(i) 当 1 1α = 时，
1 1p pS C= ，有 3 12 pG C C≅ × 。由于 ( ) ( )2 3

12 1 2A G p pq= − = ，可得 1 1 2p pq− = ，从

而 1 2 1p pq= + 。当 2 1pq + 为素数时，有 312 2 12 pqG C C +≅ × 。 

(ii) 当 1 2α = 时， 21 1 11
,p p pp

S C C C= × ，同样 也只 考虑 21 1
p p

S C= ，于是 3 2
12 p

G C C≅ × ，此时
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( ) ( )2 3
1 12 1 2A G p p pq= − = ，可得 ( )1 1 1 2p p pq− = 。若令 1p p= ，即 1 2 1p p q= = + ，当 2 1q + 为素数时，

有
( )3 213 2 2 1q

G C C
+

≅ × 。同理，令 1p q= 时，有
( )3 214 2 2 1p

G C C
+

≅ × 。 

(3) 当 2k = 时， 0 1 2
1 22G p pα α α= ，又因为 ( ) ( )2 | 1,2

ipA S i = ，所以 0 0,1, 2α = 。由 

( ) ( )1 21 1 3
1 1 2 21 1 | 2p p p p pqα α− −− − ，得出 1 1, 2α = ， 2 1, 2α = 。 

(I) 当 0 0,1α = 时， 

(i) 1 21, 1α α= = ：此时
1 2 1 22,p p p pG C C C C C≅ × × × ，于是 ( ) ( )( ) 3

1 21 1 2A G p p pq= − − = 。由于

1 21, 1p p− − 是不同的偶数，而 3 2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2pq pq pq p q p q= ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ 。所以当 22 1pq + 为素数时，

有 215 3 2 1pq
G C C

+
≅ × ， 216 2 3 2 1pq

G C C C
+

≅ × × ；当 2 1pq + 为素数时，有 17 5 2 1pqG C C +≅ × ， 18 2 5 2 1pqG C C C +≅ × × ；

当 22 1,2 1p q+ + 为素数时，有 219 2 1 2 1p q
G C C+ +

≅ × ， 220 2 2 1 2 1p q
G C C C+ +

≅ × × ；当 22 1,2 1p q+ + 为素数时，有

221 2 12 1 qp
G C C ++

≅ × ， 222 2 2 12 1 qp
G C C C ++

≅ × × 。 

(ii) 1 22, 1α α= = ：只需考虑 2 22 21 1
2,p pp p

G C C C C C≅ × × × ，于是有 ( ) ( )( ) 3
1 1 21 1 2A G p p p pq= − − = 。

由于 1 21, 1p p− − 是不同的偶数，若 1p p= ，则 ( )( ) 3
21 1 2p p q− − = ，而 3 2 22 2 2 2 2q q q= ⋅ = ⋅ 。所以当 22 1q +

为素数时，有 2 223 3 2 1q
G C C

+
≅ × ， 2 224 2 3 2 1q

G C C C
+

≅ × × ，
( )2225 3
2 1q

G C C
+

≅ × ，
( )2226 2 3
2 1q

G C C C
+

≅ × × ；当 2 1q +

为素数时，有 227 2 15 qG C C +≅ × ， 228 2 2 15 qG C C C +≅ × × ，
( )229 52 1q

G C C
+

≅ × ，
( )230 2 52 1q

G C C C
+

≅ × × 。同理，

若令 1p q= ，则当 22 1p + 为素数时，有 2 231 3 2 1p
G C C

+
≅ × ， 2 232 2 3 2 1p

G C C C
+

≅ × × ，
( )2233 3
2 1p

G C C
+

≅ × ，

( )2234 2 3
2 1p

G C C C
+

≅ × × ；当 2 1p + 为素数时，有 235 2 15 pG C C +≅ × ， 236 2 2 15 pG C C C +≅ × × ，
( )237 52 1p

G C C
+

≅ × ，

( )238 2 52 1p
G C C C

+
≅ × × 。 

(iii) 1 22, 2α α= = ：我们只需考虑 2 2 2 2
1 2 1 2

2,
p p p p

G C C C C C≅ × × × ，由 ( ) ( ) ( ) 3
1 1 2 21 1 2A G p p p p pq= − − = ，

可得 1 3p p= = ， 2 5p q= = ，则有 2 239 3 5
G C C≅ × ， 2 240 2 3 5

G C C C≅ × × 。 

(II) 当 0 2α = 时， 22 2 22
,S C C C= × 。 

(i) 当 1 21, 1α α= = 时， 

(a) 若 22 2
S C= ，有 2 1 22 p pG C C C≅ × × ，从而 ( ) ( )( ) 3

1 22 1 1 2A G p p pq= − − = ，进而 

)( ( ) 2
1 21 1 2p p pq− − = 。由于 1 21, 1p p− − 是不同的偶数，而 22 2 2 2 2pq pq p q= ⋅ = ⋅ 。所以当 2 1pq + 为素

数时，有 241 3 2 12 pqG C C C +≅ × × ；当 2 1,2 1p q+ + 为素数时，有 242 2 1 2 12 p qG C C C+ +≅ × × 。 

(b) 若 2 2 2S C C= × ， 有
1 22 2 p pG C C C C≅ × × × ， 从 而 ( ) ( )( ) 3

1 22 3 1 1 2A G p p pq= ⋅ − − = ， 进 而

( )( ) 2
1 23 1 1 2p p pq− − = 。若令 3p = ，则有 ( )( ) 2

1 21 1 2p p q− − = ，而 22 2 2q q= ⋅ 。所以当 2 1q + 为素数时，

有 43 2 2 3 2 1qG C C C C +≅ × × × 。 
(ii) 当 1 22, 1α α= = 时， 

(a) 若 22 2
S C= ，我们有 2 2 212 pp

G C C C≅ × × ，从而 ( ) ( )( ) 3
1 1 22 1 1 2A G p p p pq= − − = ，进而 

( )( ) 2
1 1 21 1 2p p p pq− − = 。若 1p p= ，则 ( )( ) 2

21 1 2p p q− − = ，而 22 2 2q q= ⋅ 。当 2 1q + 为素数时，有

2 244 2 12 3 qG C C C +≅ × × ，
( )2 245 32 2 1q

G C C C
+

≅ × × ；同理，若令 1p q= ，则 有 2 246 2 12 3 pG C C C +≅ × × ，

( )2 247 32 2 1p
G C C C

+
≅ × × 。 

(b) 若 2 2 2S C C= × ，有 2 21
2 2 pp

G C C C C≅ × × × 。由于 ( ) ( )( ) 3
1 1 22 3 1 1 2A G p p p pq= ⋅ − − = ，从而
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( )( ) 2
1 1 23 1 1 2p p p pq− − = 。此时 1 2 3p p p q= = = = ，与 ,p q 为互异的奇素数不符，故 G 不存在。 

(iii) 当 1 22, 2α α= = 时， 

(a) 则 2 2 2
1 22 p p

G C C C≅ × × ，于是 ( ) ( ) ( ) 3
1 1 2 22 1 1 2A G p p p p pq= − − = ，可得 ( ) ( ) 2

1 1 2 21 1 2p p p p pq− − = 。

此时 1 2 3p p p q= = = = ，与 ,p q 为不同的奇素数矛盾，所以 G 不存在。 

(b) 有 2 2
1 2

2 2 p p
G C C C C≅ × × × ，此时 ( ) ( ) ( ) 3

1 1 2 22 3 1 1 2A G p p p p pq= ⋅ − − = ，从而可得 

( ) ( ) 2
1 1 2 23 1 1 2p p p p pq− − = ，矛盾，所以 G 不存在。 

(4) 当 3k = 时，我们有 0 0,1α = 。 
(I) 1 2 31, 1, 1α α α= = = ：此时

1 2 3 1 2 32,p p p p p pG C C C C C C C≅ × × × × × ，从而 

( ) ( )( )( ) 3
1 2 31 1 1 2A G p p p pq= − − − = ，而 32 2 2 2pq p q= ⋅ ⋅ 。所以当 2 1,2 1p q+ + 为素数时，有 

48 3 2 1 2 1p qG C C C+ +≅ × × ， 49 2 3 2 1 2 1p qG C C C C+ +≅ × × × 。 

(II) 1 2 32, 1, 1α α α= = = ：此时 2 22 3 2 31 1
2,p p p pp p

G C C C C C C C≅ × × × × × ，从而 

( ) ( )( )( ) 3
1 1 2 31 1 1 2A G p p p p pq= − − − = 。令 1p p= ，而 32 2 2 2q q= ⋅ ⋅ ，此时 1 2 3p p p= = = ， 3 2 1p q= + ，

产生矛盾，因此 G 不存在。同理， 1p q= 时，G 也是不存在的。 
(III) 1 2 32, 2, 1α α α= = = ：有 2 2 2 23 31 2 1 2

2,p pp p p p
G C C C C C C C≅ × × × × × 。由于 

( ) ( ) ( )( ) 3
1 1 2 2 31 1 1 2A G p p p p p pq= − − − = ，此时得到 1 2 3 3p p p p q= = = = = ，与 ,p q 为互异的奇素数

不符，从而 G 不存在。 
(IV) 1 2 32, 2, 2α α α= = = ：有 2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3
2,

p p p p p p
G C C C C C C C≅ × × × × × ，此时 

( ) ( ) ( ) ( ) 3
1 1 2 2 3 31 1 1 2A G p p p p p p pq= − − − = ，产生矛盾，故 G 不存在。 

4. 结束语 

本文讨论了自同构群的阶为 ( )2 1 3t pq t≤ ≤ 的有限 Abel 群 G 的构造，得出：当 t = 1 时，G 最多有 6
型；当 t = 2 时，G 最多有 22 型；当 t = 3 时，G 最多有 49 型。 
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