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Abstract 

In this paper, we investigate the uniqueness of difference operators about entire function, and 
prove: let ( )f z  be an entire function of finite order, k be some positive integers, let ( )a z  be a 

small function of ( )f z , and let ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k kg z m z f z c m z f z c1 1= + + + +  be the difference poly-

nomial of ( )f z , where ( )( )im z i k1,2, ,=   are the small functions of ( )f z , and ( )ic i k1,2, ,=   

are some finite distinct values. If ( )f z  and ( )g z  share 0 CM, and share ( )a z IM, then ( ) ( )f z g z≡ . 
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摘  要 

本文探讨整函数的差分唯一性问题，证明了：设 ( )f z 为开平面有穷级整函数， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )k kg z m z f z c m z f z c1 1= + + + +  

为 ( )f z 的差分多项式，其中 ( )( )im z i k1,2, ,=  为f的整小函数， ( )ic i k1,2, ,=  k个判别的有穷复数。
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又设 ( ) /a z 0≡ 为 ( )f z 的一个小函数，若 ( )f z 与 ( )g z 分担0，IM分担 ( )a z ，则 ( ) ( )f z g z≡ 。 
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1. 引言 
在本文中，假设读者熟知 Nevanlinna 值分布理论的相关基础知识以及常见符号[1] [2]。设 a 为开平面

内的亚纯函数，若 ( ) ( ), ,T r a S r f= ，则称 a 为 f 小函数。设 f 与 g 为复平面上非常数亚纯函数，a 为 f 与
g 的公共小函数，如果 f a− 与 g a− 的零点相同且每个零点重级也相同，则称 f 与 g CM 分担 a。如果 f a−
与 g a− 的零点相同，不计零点重级，则称 f 与 g IM 分担 a。 

设 k 为正整数。记 )
1,kN r

f a
 
 − 

为 f a− 的重级 k≤ 的零点密指量，计重数。 (
1,kN r

f a
 
 − 

为 f a− 的

重级 k≥ 的零点密指量，计重数。记 )
1,kN r

f a
 
 − 

为 f a− 的重级 k≤ 的零点精简密指量，不计重数。

(
1,kN r

f a
 
 − 

为 f a− 的重级 k≥ 的零点精简密指量，不计重数。记
1,kN r

f a
 
 − 

为 f a− 的重级为 k 的零

点精简密指量，不计重数。 
接下来，我们需要定义一些差分算子的符号。设 ( )f z 为非常数亚纯函数， ( ) ( ) ( )1 2, , , km z m z m z 为

( )f z 的小函数， 1 2, , , kc c c 为判别的有穷复数。令 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 2

k k

g z m z f z c m z f z c

m z f z c

= + + +

+ + +  
为 ( )f z 的差分多项式。最近，许多人做了关于复差分唯一性的问题。2014 年，Liu-Fang [3]证明了： 

定理 A 设 ( )f z 为开平面有穷级的超越整函数， c C∈ 为非零有穷复数，n 为正整数。设

( ) ( )0, 0a z b z≡ ≡/ / 为 ( )f z 的两个判别的小函数。若 ( )f z 与 ( )c f z∆ CM 分担 ( )a z 与 ( )b z ，则

( ) ( )n
cf z f z≡ ∆ 。 

2017 年，Li-Duan-Chen [4]证明了： 
定理 B 设 ( )f z 为开平面有穷级整函数，c C∈ 为非零有穷复数，n 为正整数，a 为有穷复数。若 ( )f z

与 ( )c f z∆ CM0，IM 分担 a，则 ( ) ( )n
cf z f z≡ ∆ 。 

本文推广并改进上述定理，证明了： 
定理 1 设 ( )f z 为开平面有穷级整函数， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 k kg z m z f z c m z f z c m z f z c= + + + + + +  
为 ( )f z 的差分多项式，其中 ( )( )1,2, ,im z i k=  为 f 的整小函数， ( )1,2, ,ic i k=  k 个判别的有穷复数。

又设 ( ) 0a z ≡/ 为 ( )f z 的一个小函数，若 ( )f z 与 ( )g z 分担 0，IM 分担 ( )a z ，则 ( ) ( )f z g z≡ 。 

Open Access

https://doi.org/10.12677/pm.2019.93049
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


黄小皇，刘丹 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2019.93049 372 理论数学 

 

2. 几个引理 

引理 1 [5] [6] [7] 设 f 为非常数有穷级亚纯函数， c C∈ 为非零有穷复数。则 

( )
( ) ( ), ,

f z c
m r S r f

f z
 +

=  
 

, 

其中 ( ) ( )( ), ,S r f o T r f= ，除去 r 的一个集合 E，且集合 E 的对数测度为有穷的。 

引理 2 设 f 为非常数亚纯函数， ( ) ( )1
1 0 0p p

p p pP f a f a f a a−
−= + + + ≠ 为阶数为 p 的多项式，且系

数 ( )0,1, ,ja j p=  为有穷复数。又设 ( )( )1, ,ib i q q p= > 为 q 个判别的复数，则 

( )
( )( ) ( ) ( )

1 2

, ,
q

P f f
m r S r f

f b f b f b

 ′
  =
 − − − 

. 

引理 3 设 1f 与 2f 均为 z < ∞上的非常数亚纯函数，则 

( )

( ) ( )

1 2
1 2

1 2
1 2

1, ,

1 1, , , ,

N r f f N r
f f

N r f N r f N r N r
f f

 
−  

 
   

= + − −   
   

, 

其中 0 r< < ∞。 
引理 4 [8] 设 f 为有穷级 ρ 的超越亚纯函数，f 是形式为方程 ( ) ( ) ( ), , ,U z f P z f Q z f= 的一个解，其

中 ( ) ( ) ( ), , , , ,U z f P z f Q z f 为 f 的差分多项式满足全阶 ( )deg ,U z f n= 于 ( )f z 与 ( ) ( )1 , , jf z c f z c+ + 中，

且 ( )deg ,Q z f n≤ 。又设所有的系数 ,a Iλ λ ∈ ，且对于所有的 Iλ ∈ 有 ( ) ( ), ,m r a S r fλ = 。 ( ),U z f 恰好含

有全阶中最大一项。则 

( )( ) ( ), , ,m r P z f S r f= . 

引理 5 设 ( )f z 为非常数亚纯函数， ( )a z 为 ( )f z 的一个小函数， ( )1,2, ,jd a ja j q= − =  。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 k kg z m z f z c m z f z c m z f z c= + + + + + +  

为 ( )f z 的差分多项式，其中 ( )( )1,2, ,im z i k=  为 ( )f z 的整小函数， ( )1,2, ,ic i k=  k 个判别的有穷复数。

则 

i) ( ) 0
f a

L f
f a

= ≡/
′ ′

与 ( ) 0
g a

L g
g a

= ≡/
′ ′

。 

ii) 
( ) ( ), ,

j

L f
m r S r f

f d
 

=  − 
，与

( )
( )( ) ( ) ( )

1 2

, ,
m

L f f
m r S r f

f d f d f d
 

=  − − − 

，其中 2 m q≤ ≤ 。 

证 
i) 只证 ( ) 0L f ≡/ 。若不然，有 ( ) 0L f ≡ ，即 0a f af′ ′− ≡ 。上式两边积分可得 f Da≡ ，其中 D 为非

零常数。由特征函数关系明显有 ( ) ( ) ( ), , ,T r f T r a S r f= = ，这显然不可能。故 ( ) 0L f ≡/ 。同理可证

( ) 0L g ≡/ 。 

ii) 显 然 有
( ) ( ) ( ) ( ), , ,

L f a f d f d
m r m r S r f

f d f d
′ ′ ′− − −   

= ≤   
− −   

，故
( ) ( ), ,

j

L f
m r S r f

f d
 

=  − 
。 因为

( )
( )( ) ( )

( )
11 2

m

im i

L f f L f
f d f d f d f d=

=
− − − −∑



，从而根据上式可证得
( )

( )( ) ( ) ( )
1 2

, ,
m

L f f
m r S r f

f d f d f d
 

=  − − − 

。 
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引理 6 设 f 为非常数亚纯函数， , ,a b c 为 f 的三个判别的小函数。则 

( ) ( )1 1 1, , , , ,T r f N r N r N r S r f
f a f b f c

     
≤ + + +     − − −     

. 

3. 定理 1 的证明 

假设 f g≡/ 。因为 f 与 g CM 分担 0，IM 分担 a，则由引理 1 与引理 6 可得 

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1, , , ,

1 1, , ,

1, , , ,

, , , ,1 ,

, ,

T r f N r N r S r f
f f a

N r N r S r f
g g a

N r S r f T r f g S r f
f g

gm r f g S r f m r f m r S r f
f

T r f S r f

   
≤ + +   −   

   
= + +   −   

 
≤ + ≤ − + − 

 
≤ − + ≤ + − + 

 
≤ +

, 

即 ( ) ( )1 1, , , ,T r f N r N r S r f
f f a

   
= + +   −   

。                      (1) 

设
( )( )
( )

L f f g
f f a

ϕ
−

=
−

，                                (2) 

( )( )
( )

L g f g
g g a

φ
−

=
−

,                                   (3) 

其中 ( )L f 与 ( )L g 为引理 5 中所定义的。注意到 f 为非常数有穷级整函数，f 与 g CM 分担 0，IM 分担 a，

我们可以知道ϕ 的极点只能为 a 的极点，所以有 ( ) ( ), ,N r S r fϕ = 。同理也有 ( ) ( ), ,N r S r fφ = 。由对数

导数引理以及引理 5 可得 

( ) ( ) ( )
( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

, , ,

, ,

, ,1 ,

,

T r m r N r

L f f g
m r S r f

f f a

L f gm r m r S r f
f f a f

S r f

ϕ ϕ ϕ= +

 −
= +  − 

   
≤ + − +    −   
=

,                      (4) 

即 ( ) ( ), ,T r S r fϕ = 。设 ( )0,1d a ja j= − ≠ ，根据引理 5 有 

( ) ( )

( )

( )

1 1, , 1

,1 ,

,

L f L f gm r m r
f a f f a f

gm r S r f
f

S r f

ϕ
     

= − −      −     
 

≤ − + 
 

=

,                        (5) 
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( )( )
( )( )

( )
( )( ) ( )

( )

1, ,

,1 , ,

,

L f f g
m r m r

f d f a f d f

L f fgm r m r S r f
f f f a f d

S r f

ϕ
 − 

=     − − −   
  

≤ − + +    − −   
=

.                 (6) 

因为 f 与 g CM 分担 0，于是我们有 

g e
f H

∂

= ,                                       (7) 

其中α 与 H 为整函数，且 H 的零点为 g 的极点。由引理 1 可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,T r g T r e f S r f T r f S r fα= + = + .                      (8) 

由引理 6，(1)与(8)可得 

( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 , 2 , ,

1 1 1, , , ,

1 1 1 1, , , , ,

1, , , ,

12 , , ,

T r f T r g S r f

N r N r N r S r f
g g a g d

N r N r T r m r S r f
g f a g d g d

T r f T r g m r S r f
g d

T r f m r S r f
g d

≤ +

     
≤ + + +     − −     

       
≤ + + − +       − − −       

 
≤ + − + − 

 
≤ − + − 

, 

即 ( )1, ,m r S r f
g d

 
= − 

。                              (9) 

由 Nevanlinna 第一基本定理，引理 1，引理 3，(5)，(6)，(8)，(9)以及 f 为有穷级整函数，我们有 

( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

, , ,

, , ,

, , , ,

1 1, , ,

1 1, , ,

, , ,

f d f dm r m r m r
g d g d g d

f fT r N r S r f
g d g d

g d g d fm r N r N r S r f
f f g d

N r N r S r f
f g d

T r T r S r f
f g d

T r f T r g S r f

     −
≤ +     − − −     

   
≤ − +   − −   

     − −
≤ + − +     −     

   
≤ − +   −   

   
= − +   −   
= − + . 

因此 ( ), ,f dm r S r f
g d

 −
= − 

。                            (10) 
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(3)又可写成
( ) ( )

1
L g L ga d d f d

a g a a g g d
φ

   − −
= + −   − −  

，则由(10)可得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,T r m r N r m r S r f S r fφ φ φ φ= + = + = .                  (11) 

设 ,n mH n mϕ φ= − ，其中 ,m n 为正整数。接下来我们分为以下几种情形讨论。 
情形 1 n mϕ φ≡ 。通过简单计算可得 

f f a g g an m
f f a g g a
′ ′ ′ ′ ′ ′   − −
− ≡ −   − −   

, 

这可推出

n m
f gA

f a g a
   

≡   − −   
，其中 A 为非零常数。若 n m≠ ，则从上式恒等式可得到 

( ) ( ) ( ), , ,nT r f mT r g S r f= + , 

这与(8)矛盾。因此 n m= ，于是 

f gB
f a g a

≡
− −

,                                   (12) 

其中 B 为非零常数。若 1B = ，明显有 f g≡ ，这与我们假设矛盾。故 1B ≠ 。从(12)容易得到 

( )1f B g a Bag− + ≡   .                                (13) 

注意到 ( )1f B g a− +  与 Bag 均为 f 的全阶为 k 的差分多项式。由引理 4 与(13)得 

( )( ) ( ), 1 ,m r B g a S r f− + = ,                              (14) 

即 ( ) ( ), ,m r g S r f= 。这可推出 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,T r f T r g S r f m r g S r f S r f= + = + = ，显然矛盾。 

情形 2 n mϕ φ≡/ 对任意正整数 ,m n 都成立。不妨设 ( ) ( ) ( ) ( )1 , ,0m n m nz S S a∈ ∪ ，即 1z 分别为 ( )f f a− 的 n

重零点与 ( )g g a− 的 m 重零点。由(2)和(3)可推出 ( ) ( )1 1 0n z m zϕ φ− = 。所以对于所有正整数 ,m n ，我们有 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, ,
1 1, ,

1, , , ,

, , , ,

m n m nN r N r
f f a

N r S r f T r n m S r f
n m

T r T r S r f S r f

ϕ φ
ϕ φ

ϕ φ

   
+   −   

 
≤ + ≤ − + − 
≤ + + =

.                    (15) 

于是根据引理 6，(1)和(15)可以得到 

( ) ( )

) ( )

( ( )

( ) ( ( )

4

1 5 1
2

4

5
2

4 5

1,1 5 1,
2 1

1 1, , , ,

1 1 1 1, , , ,

1 1, , ,

1 1 1 1, , , ,

k
k

k
k

k m
k m

T r f N r N r S r f
f f a

N r N r N r N r
f f f f a

N r N r S r f
f a f a

N r N r N r N r
f f f f a

=

=

= =

   
= + +   −   

       
≤ + + +       −       

   
+ + +   − −   

       
≤ + + +       −      

∑

∑

∑ ∑

( ( )
4

5
2

1 1, , ,k
k

N r N r S r f
f a f a=




   
+ + +   − −   
∑
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( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1 1 1, , , , ,
5 5
2 , , ,
5
4 , ,
5

N r N r N r N r S r f
f f a g g a

T r f T r g S r f

T r f S r f

          
≤ + + + +          − −          

≤ + +

= +

             (16) 

即 ( ) ( ), ,T r f S r f= 。矛盾。于是定理 1 得证。 
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