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Abstract 

Wu’s method is a crucial method in computer algebra. It achieves the elimination purpose by cal-
culating the Wu’s characteristic sets. The irreducible characteristic series is a set of triangular sets 
obtained by factoring the Wu’s characteristic sets, which can provide the zero decomposition of 
the polynomial equations. In this paper, the Sudoku is modeled by analogy with graph coloring 
problem, and a method to express Sudoku with polynomial equations is given. Taking Shidoku as 
an example, we compute the irreducible characteristic series of its polynomial equations and 
some conclusions are listed. 

 
Keywords 

Triangular Set, Wu’s Characteristic Set, Irreducible Characteristic Series, Sudoku, Graph Coloring 

 
 

吴方法在求解数独问题中的应用 

许晓宁 

北京航空航天大学数学与系统科学学院，北京 

 
 
收稿日期：2019年4月26日；录用日期：2019年5月6日；发布日期：2019年5月22日 

 
 

 
摘  要 

吴方法是计算机代数中的一种重要方法，主要通过求解吴特征列来达到对多项式方程组进行消元求解的

目的，多项式的不可约特征序列则是在吴特征列的基础上进行因子分解得到的三角列集合，从而得到相

应的零点分解，进而达到求解多项式零点的目的。本文以四宫数独为例，类比图论染色问题对数独问题

进行建模，给出了一种用多项式组表示数独问题的方法，用数学软件Singular求解了该多项式组的不可
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约特征序列，并得到了一些相关的结论。 
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1. 引言 

数独作为一种富有逻辑性的数字填充游戏，具有非常好的益智效果，而且它在数学上也有着很长的

历史，它最早起源于 18 世纪，以瑞士的数学家欧拉等人研究的拉丁方阵为开端；19 世纪 80 年代之后，

在美国得到进一步发展；于 1984 年被引入日本并且迅速流行起来；2004 年，数独游戏登上英国泰晤士

报，随后广为流传；数独在 2007 年被引入中国大陆之后也得到了良好的发展，许多数学学者也对数独问

题进行了更深的思考，并给出了一些解决数独问题的数学模型和解法。 
目前求解数独的方法主要分为两类，一类是以人的逻辑为依据，通过观察比较来寻找数独的解；另

一种则是基于计算机回溯法的暴力解法。为了方便叙述和计算，本文以 4 4× 的数独问题为例，根据数独

问题的特点，通过建立多项式方程组将求解数独问题转化为求解多项式方程组零点的问题，我们将用不

可约特征序列的方法求解多项式方程组。不可约特征序列是由王东明在吴特征列的基础上进一步通过因

子分解而得到的三角系统，以多项式的零点集为主要关注点，给出原多项式方程组的解的结构。 

2. 数独问题的多项式表示 

四宫数独是一般九宫数独问题的简化版本，要求在 4 4× 的 16 个格位内分别填入{ }1,2,3,4 四个数字

中的一个，使得每行、每列、每个宫内的数字都不相同。用多项式方程组表示数独问题的方法有很多种，

此处我们主要介绍一种与图论中染色问题相似的一种方法[1]。我们将待填数的格位看作是图中待染色的

点，需要填的{ }1,2,3,4 四个数字看作是四种不同的颜色，每行、每列、每宫内不能填相同数字的格位则

看作是不能染相同颜色的点，它们之间由边相连。这样，我们就可以用类似图论染色问题中构建多项式

的方式建立多项式方程组来描述数独问题了。 
 

 
Figure 1. Shidoku puzzle without clues 
图 1. 无提示数的四宫数独问题 

 
用多项式方程组表示无提示数四宫数独问题的步骤如下： 
1) 如上图 1 设出 16 个变量 1 2 16, , ,x x x ，分别表示 16 个格位，用有限域 11 中的四个元素{ }1,2,3,4 分
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别表示要填的四个数字(注：选择在有限域 11 中进行计算，是因为我们所应用的计算软件 Singular 分别用

1 1, 1,0,1, ,
2 2

p p− − − − 
 

 这 11 个元素来表示 p  (其中 p 为素数)中个元素， 11p = 是使 p 包含数字 1，2，

3，4 的最小的素数了，为了读写方便，所以选择在 11 中进行计算。)； 

2) 写出表示格位取值的 16 个多项式： ( ) ( ) ( )4
1 , 1, 2, ,16i inF x x n i
=

= − =∏  ； 

3) 若格位 ix 和格位 jx 处不能填相同的数字，则用 ( ) ( ) ( )
, : i j

i j
i j

F x F x
G x x

x x

−
=

−
来表示，这样的方程共

有 56 个，分别用来表示每行、每列、每宫内的格位中所填数字不能相同。 
这样我们就用包含 72 个多项式的方程组将四宫数独问题表示了出来。对于有提示数的数独问题，若

格位 ix 处有提示数 n，则用多项式 ( )i if x x n= − 替换掉原来的 ( ) ( )4
1i inF x x n
=

= −∏ 即可。 

3. 吴特征列与不可约特征序列 

本节主要介绍一些有关吴特征列和不可约特征列的基础知识，其详细内容可以阅读文献[2]和文献[3]
的相关部分。 

设是一个数域，F 是多项式环 [ ]1, , nx x  (默认变元序为 1 nx x< < )中的一个多项式。我们定义，

多项式 F 中所含的变元的最大下标 ( ) ( ){ }max : deg , 0,1kcls F k F x k n= > ≤ ≤∶ 为 F 的类，如果 F ∈则规

定 ( ) 0cls F = 。当 ( ) 0cls F > 时，把 ( ) ( )cls Flv F x=∶ 称为是 F 的导元；把 ( ) ( )( ): ,ldeg F deg F lv F= 称为 F

的导次数；把 ( ) ( )( ): ,ini F lc F lv F= 称为 F 的初式。 

定理 3.1 
设 ,F G 是多项式环 [ ]x 中的任意两个多项式， kx 是一个变元，而且有 ( ), kl deg G x= ，

( ), km deg F x= 。 如 果 0l > ， 那 么 就 存 在 多 项 式 [ ],Q R∈ x 和 整 数 0 1s m l≤ ≤ − + 使 得

( ), s
klc G x F Q G R⋅ ⋅= + ，而且有 ( ), kdeg R x l< 。如果 s 固定，那么 ,Q R是唯一确定的。证明参见[3]。 

定义 3.2 
如果定理 3.1 中的条件可以被满足，那么称表达式 ( ), s

klc G x F Q G R⋅ ⋅= + 为 F 关于 G 的伪余公式，

称 Q 为 F 对 G 关于 kx 的伪商，记为 ( ), , kpquo F G x ，称 R 为 F 对 G 关于 kx 的伪余式，记为 ( ), , kprem F G x 。 

定义 3.3 
如果 [ ]x 中的有限非空有序集合 [ ]1, , rT T=  满足条件 ( ) ( )10 rcls T cls T< < < ，那么我们就将

[ ]1, , rT T 称为是一个三角列，为了方便起见，我们也把空集合称为是一个三角列。 

对于多项式集合 [ ]⊆ x  ，记 ( ) ( ){ }:lv lv T T= ∈ ∶ ， ( ) ( ){ }:?ini ini T T= ∈ ∶ 。对于 ( )ix lv∈  ，

记 ( ){ }::
ix iT lv T x∈= =  ， ( ){ }: :

ix iT lv T x< ∈= <  ，类似地定义
ix> ，

ix≤ ，
ix≥ 。 

设 [ ],P Q∈ x 是非零多项式。并且有Q∉。如果 ( )( ) ( ),deg P lv Q ldeg Q< 。那么就称 P 对 Q 是约

化的。设多项式集合 [ ]⊆ x  是一个三角列， [ ]P∈ x 是任意多项式，如果 P 对  中的每一个多项式

T 都是约化的，那么称 P 对  是约化的。 
定义 3.4 
如果多项式集合 [ ]⊆ x  只包含一个非零常数，则称  为平凡升列；否则，若 [ ]1, , rT T=  是三

角列，且对于任意1 j i r≤ < ≤ ， iT 对于所有 jT 都是约化的，就称  为非平凡升列。 

定义 3.5 
在三角列 [ ]⊆ x  中，若对于任意 ( )ix lv∈  都有 ( )( ), 0

ixprem ini F < ≠ 成立，其中
ixF ∈ ，则称 

是良好三角列。 

https://doi.org/10.12677/pm.2019.93053


许晓宁 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2019.93053 406 理论数学 

 

定义 3.6 
设 [ ]⊆ x  是非空多项式集合，任意包含于由所生成的理想的升列都称为的中间列。 

定义 3.7 
设 [ ]⊆ x  是非空多项式集合，如果存在升列 使得 ⊆  而且 ( ) { }, 0prem =  ，那么就称 为

的特征列。 
命题 3.8 (特征列的零点关系) 
设非平凡升列 [ ]1, , rC C=  是多项式集合 [ ]⊆ x  的特征列，设 ( ){ } ( ), 1, ,i iini C i r= =  ∶ ，

( ): ini=  。有如下的零点关系： ( ) ( ) ( )Z Z Z⊆ ⊆    ， ( ) ( )Z Z=    ， 

( ) ( ) ( )1

r
ii

Z Z Z
=

= 



    。 

定义 [ ]x 中多项式 P 的秩为 ( ) ( )ldeg Plv P ，如果 ( ) 0cls P > ；否则的话定义 P 的秩为 P，记为 ( )rank P 。 

定义 3.9 
设 [ ],P Q∈ x 是非零多项式，如果满足下列三个条件之一，则称 P 的秩低于 Q 的秩，记为 P Q ：

1) P∈，但是 Q∉ ；2) ,P Q∉ ，而且 ( ) ( )cls P cls Q< ；3) ,P Q∉ ， ( ) ( )cls P cls Q= ，而且

( ) ( )ldeg P ldeg Q< 。如果Q P ，则称 P 的秩高于 Q 的秩，记为 P Q 。如果 P Q 和 P Q 都不成立，

那么称 P 和 Q 具有相同的秩，记为 ~P Q 。把 P Q 或 ~P Q 简记为 P Q 。 
定义 3.10 
设 [ ]1, , rT T=  和 [ ]1, , tS S=  是多项式环 [ ]x 中的两个非平凡升列，称  的秩低于  的秩，记

为  ，如果满足下列条件之一：1) 存在 ( )min ,i r t≤ ，使得对于每个 j i< 都有 ~j jT S ，但是 i iT S ； 
2) r t> ，而且对于每个 j t≤ 都有 ~j jT S 成立。如果

  ，那么称  的秩高于  的秩，记为
  。

如果
 和

 都不成立，那么称  和  具有相同的秩，记为 ~  。将
 或者 ~  简记为

 。并规定平凡升列的秩总是低于非平凡升列的秩。 
引理 3.11 
设 [ ]1, , rT T=  和 [ ]1, , tS S=  是多项式环 [ ]x 中的两个升列，那么我们有下列结论成立：(1) 

~  当且仅当 r t= 而且对于所有 j t≤ ，都有 ~j jT S 成立；(2)设 [ ]P∈ x ，并记 ( )v lv P= ，如果 

是非平凡升列，并且 P 对于  是约化的，那么 { }( )v P<   。 

定义 3.12 
对于多项式环 [ ]x 中任意非空有限的多项式集合  ，设Φ 是由所有含于  的升列组成的集合。因

为一个非零多项式可以构成一个升列，所以Φ 非空。我们将Φ 的任意极小升列(关于

秩最低的升列)称

为是的基列。 
的基列可以通过如下步骤找出：设 1 := ，令 1B 是 1 中秩最低的多项式。如果 1B 是非零常数，

那么 [ ]1B 就是的一个基列。否则，令 { }2 1 1 1:: F B F B∈=   对 是约化的 。如果 2 = ∅ ，那么 [ ]1B 就是 
的一个基列。否则，设 2B 是 2 中秩最低的多项式。易知 1 2B B 。可以类似地依次构造 3 4, ,  ，因

为是非空有限的多项式集合，而基列或是一个非零常数，或是作为一个三角列最多含有 n 个多项式，

所以上述构造过程必定会在有限步之后终止，最后我们就可以得到的一个基列。 
的吴特征列的算法如下：1) 设 := ， :=  ；2) 如果集合非空，则求取的一个基列 ；

3) 若 中含有中的元素，则另 = ∅∶ ，否则另 ( ){ } { }: , : 0prem F F= ∈     ；4) 另 :=     ，

并返回第 2)步，直到集合为空集为止。最后一次求出的基列 即为多项式组的吴特征列。该算法的

终止性及正确性可参见[3]。 
设非平凡升列 [ ]1, , rC C=  是多项式集合 [ ]⊆ x  的特征列，现在回到特征列的零点关系，即

( ) ( ) ( )1

r
ii

Z Z Z
=

= 



    ，显然有 ( ) ( )i iZ Z=   ，于是，计算每一个 i  的特征列，并如此进
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行下去，由于 i   的基列的秩低于  的秩，所以经过有限多步之后可以得到如下的零点分解

( ) ( )1

e
i ii

Z Z
=

=


   ，其中 i 都是升列， ( )i iini=  。 

定义 3.15 
设 Ψ 为 [ ]x 中由升列 1, , e  构成的有限集合，  为 [ ]x 中的多项式集合，如果有零点分解

( ) ( )1

e
i ii

Z Z
=

=


   成立，且 ( ) { }, 0iprem =  对于所有的 i 成立，则称Ψ为的特征序列。Ψ =∅即

0e = 也即 ( )Z = ∅ 。 

设 [ ]⊆ x  是一个三角列，则  可以写成如下形式： 

( ) ( ) ( )1 1 2 1 21 1 2 1 1, , , , , , , , , , , , , , ,
rp p p r p p pT x x T x x x T x x x x =         , 

其中 ( )i ip cls T= ， ( )
ip ix lv T= ， 1,2, ,i r=  ， 1 20 r np p p p< < < < ≤ 。进一步地，将导元

1 2
, , ,

rp p px x x

重新命名为 1, , ry y ，其它变元记为 1, , du u 或简记为 u，则  就可以写作 

( ) ( ) ( )1 1 2 1 2 1 2, , , , , , , , , ,r rT y T y y T y y y=   u u u  。 设 0 是  添 加 1, , du u 后 得 到 的 超 越 扩 域

( ) ( )1, , du u=u   ，如下对三角列  的不可约性和一般零点作归纳定义。 

定义 3.16 
设 [ ]⊆ x  是良好三角列，若  只含一个多项式 ( )1 1,T yu ，且 1T 是 [ ]0 1y 中的不可约多项式，则称

 是不可约的。此时，设 1η 为 1T 在 0 的某一代数扩域中的零点，则称 ( )1,ηu 为  的一个一般零点。假设

含任意 ( )k k r< 个多项式的良好三角列之不可约性和一般零点已经定义，那么称良好三角列

( ) ( ) ( )1 1 2 1 2 1 2, , , , , , , , , ,r rT y T y y T y y y=   u u u  是不可约的，如果 

( ) ( ) ( )1 1 2 1 2 1 1 2 1, , , , , , , , , ,r rT y T y y T y y y− −  u u u  是不可约的，且以 ( )1 1, , , rη η −u  为一般零点，且多项式

( )1 2, , , ,r rT y y yu  在 [ ]1r ry− 中不可约。其中 ( )1 0 1 1, ,r rη η− −=   是将 1 1, , rη η − 添入 0 得到的代数扩域。

此时设 rη 为 ( )1 2, , , ,r rT y y yu  在 1r− 的某个代数扩域中的零点，称 ( )1, , , rη ηu  为  的一个一般零点。 

定理 3.17 零点分解定理 
设多项式组 [ ]⊆ x  有中间列 [ ]1 2, , , rT T T=  ，其中 ( )1 0cls T > ， ( )i iI ini T= ，1 i r≤ ≤ 。如果  可

约，则存在 k，使得 kT 可以分解为不可约多项式 1 2, , , tF F F ——即存在非负整数 1 2 1, , , ks s s − 和

[ ]1 2, , , , ky y yu  中 的 多 项 式 1 2 1, , , kQ Q Q − 以 及 [ ]1 2 1, , , , ky y y −u  中 的 多 项 式 D ， 使 得

( )11 1
1 1 1 1

k kss
k t k i iiI I F F D T Q T− −
− =

− ⋅=⋅ ∑  成立——于是有下面的零点分解成立： 

( ) ( ) ( )1

1 1

k t
i ji j

Z Z Z−

= =
= 

 

   ，其中 { }( )1 1i iI i k= ≤ ≤ −  ， { }( )1j jF j t= ≤ ≤  。 

仿照求解特征序列的过程，可以对每个 { }iI 以及 { }jF 进一步求其零点分解，最终会得到形

如 ( ) ( )1

e
i ii

Z Z
=

=


   的零点分解，其中 ( )i iini=  且每个 i 都不可约。设Ψ是一个特征序列或三角 

序列，若Ψ中的升列都不可约，则称Ψ是不可约的。求解任意非空多项式方程组的不可约特征序列主要

是在求解吴特征列算法的基础上用因子分解方法将吴特征列中可约的多项式在相应的代数扩域上进行因

式分解，从而得到不可约特征序列。详细算法以及相应的因子分解算法详见文献[2]的 4.4 节及 9.4 节。 

4. 应用及结论 
对于有唯一解的数独问题，我们可根据本文第二部分给出的建模方法，用有限域 11 上的 72 个多项

式进行表示，即表示 16 个格位取值的多项式 ( ) ( )1 16, ,F x F x 以及 56 个表示每行、每列、每宫内的格位

所填数字不同的多项式 ( ) ( )1 2 15 16, , , ,G x x G x x ，这 72 个多相似构成一个多项式组，之后我们求解出该多
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项式组的不可约特征序列，即可解出该多项式组的零点集，也就解出了相应的数独问题。直观地，我们

有如下结论： 
命题 4.1 数独问题有解当且仅当多项式方程组的不可约三角分解不为{1}。 
命题 4.2 数独问题有唯一的解当且仅当多项式方程组的不可约三角分解只包含一个三角列

{ }| 1, 2, ,16i ix a i− =  ，其中 { }1,2,3,4ia ∈ 。此时数独问题的解即第 i 个格位处填数字 ia 。 
命题 4.3 如果多项式方程组的不可约三角分解包含多个三角列，则原数独问题有多个解。此时，每

个三角列都具有形式{ }| 1, 2, ,16i ix a i− =   (其中 { }1,2,3,4ia ∈ )，分别代表数独的一种解，不可约特征序

列种包含多少个三角列，原数独问题便有多少种解。 
在求解多项式组的不可约特征序列时，我们主要用到的计算软件为 Singular，在 Singular 中有内置函

数“ ( )_char series I ”，可以直接求解出多项式组 I 在给定数域中的不可约特征序列，关于软件 Singular
的更多内容见[4]。 

例 4.1 以下图 2 四宫数独为例： 
 

 
Figure 2. Shidoku puzzle 
图 2. 一个四宫数独问题 

 
我们可以用多项式方程组来表示它。首先用 ( ) ( )1 16, ,F x F x 表示 16 个格位的取值，然后用

( ) ( )1 2 15 16, , , ,G x x G x x  (共 56 个)表示每行、每列、每宫内的格位取值不能相同，最后，由于本题中给

定了第 2、8、11、13 个格位的提示数分别为 4、1、3、2，所以分别用多项式 2 8 11 134, 1, 3, 2x x x x− − − − 替

换掉 ( ) ( ) ( ) ( )2 8 11 13, , ,F x F x F x F x ，这样我们就用 72 个多项式将该数独问题描述出来了。之后求解由这

72 个多项式方程构成的多项式方程组的不可约特征列，结果为： 
[ ]{ }1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 161, 4, 2, 3, 3, 2, 4, 1, 4, 1, 3, 2, 2, 3, 1, 4x x x x x x x x x x x x x x x x− − − − − − − − − − − − − − − − ，

该不可约特征序列只包含有一个三角列，即原多项式组只有唯一解，也即原四宫数独只有唯一解，其解

即如该三角列所示。 
例 4.2 若是如图 3 所示的一个没有任何提示数的空白四宫数独问题， 

 

 
Figure 3. Shidoku puzzle without clues 
图 3. 无提示数的四宫数独问题 
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我们构建的多项式组即为 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 16 1 2 15 16, , , , , , ,F x F x G x x G x x  ，由 72 个多项式组成，计算其不可

约特征序列，结果为由 288 个三角列构成的不可约特征列，其中每一个三角列都形如例 4.1 中的结果，

分别表示数独问题的一种可能的解，也就是说，空白的四宫数独问题一共有 288 种不同的解，这与我们

运用组合数学进行求解的结果是一致的。 
此外，在文献[5]中，Stephen Lucas 等人用求解多项式组的 Groebner 基的方法处理了由类似的多项式

方程组所生成的理想，同样得到了无提示数的四宫数独问题有 288 种解的结论。对于一般的九宫数独问

题来说，也可以用类似的多项式来表示，Gago-Vargas 等人在文献[6]中对九宫数独问题进行了详细的讨

论，并用 Groebner 基成功求解出有大量提示数的数独问题。值得指出的一点是，想要将无提示数的九宫

数独问题表示出来需要用到 81 个变量和 891 个多项式，不论对于 Groebner 基来说还是吴特征列方法来

说都是非常巨大的计算量，远远超出了一般个人电脑的计算能力，不过通过这个方法，我们可以用多项

式将数独问题的结构进行表示，吴方法的应用也为数独问题提供了一种多项式组解法的新思路。 
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