
Pure Mathematics 理论数学, 2020, 10(12), 1213-1219 
Published Online December 2020 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/pm 
https://doi.org/10.12677/pm.2020.1012144  

文章引用: 耿亚娜, 常智华. 基于 RTT 实现的量子超代数的坐标超代数[J]. 理论数学, 2020, 10(12): 1213-1219.  
DOI: 10.12677/pm.2020.1012144 

 
 

基于RTT实现的量子超代数的坐标超代数 

耿亚娜，常智华* 

华南理工大学数学学院，广东 广州 
 

 
收稿日期：2020年11月25日；录用日期：2020年12月23日；发布日期：2020年12月31日 

 
 

 
摘  要 

一个量子超代数可以通过一个R-矩阵及相应的RTT关系给出。对于一个由R-矩阵定义的量子超代数

( )U  ，本文验证了它的坐标超代数 ( )  的矩阵生成元也满足RTT关系。我们进一步的以量子超代数

( )|q m nU gl 和 ( )q nU q 为例阐释了上述结果。 
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Abstract 
A quantum superalgebra can be given by an R-matrix and the corresponding RTT relation. For a 
quantum superalgebra ( )U   defined by the R-matrix  , we verified that the matrix genera-

tors of its coordinate superalgebra ( )   also satisfy the RTT relation in this paper. And we 

further illustrate the above results by taking quantum superalgebras ( )|q m nU gl  and ( )q nU q  as 
examples. 
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1. 引言 

量子超代数是李超代数的泛包络代数的量子化，有限维单李超代数的量子包络代数出现于 1990 年前

后，最简单的量子超代数 ( )2|1qU osp 由 P. P. Kulish 和 N. Y. Reshetikhin 在[1]中给出。随后，M. Chaichian
和 P. Kulish 在[2]中定义了 A 型的量子包络超代数 ( )|q m nU gl ；G. I. Olshankski 在论文[3]中构造了 queer
李超代数 nq 的量子包络超代数 ( )q nU q 。 

近年来，这些量子超代数的结构和表示理论受到了数学和理论物理研究的广泛关注。R. B. Zhang 在

[4]中得到了量子超代数 ( )|q m nU gl 的有限维表示。A. J. Bracken，M. D. Gould 和 R. B. Zhang 在论文[5] [6]
中对量子超代数对应的泛 R 矩阵进行了研究，给出了一般超 Hopf 代数的分次泛 R 矩阵的公式，并具体

得到了 ( )1|2qU osp 和 ( )|q m nU gl 的自然表示上的 R-矩阵。D. Grancharov，J.-H. Jung，S.-J. Kang 和 M. Kim
在[7]中对量子超代数 ( )q nU q 的张量模范畴进行了详细的刻画。 

在这一系列对量子超代数的研究中，它们的坐标超代数都起到了重要的作用。坐标超代数是论文[6]
构造 quantum double 的重要部分，在 Y. Zhang 对 ( )|q m nU gl 的不变量理论基本定理的证明过程[8]中也起

到了多项式代数的量子化的作用。 
量子超代数的坐标代数是它作为 Hopf 代数的余有限对偶中由自然表示的矩阵元生成的子代数。众多

的例子已经表明这些坐标代数的矩阵生成元满足 RTT 关系。RTT 关系是 L. D. Faddeev，N. Y. Reshetikhin
和 L. A. Takhtajan 在论文[9]中引入的量子代数的矩阵生成元之间的关系。它给出了量子包络代数的一种

非常简洁的实现方式。而且具有易于描述其中的余乘和反极等 Hopf 代数结构的优势。 
我们在这篇小论文中验证：在一个通过 RTT 实现的量子超代数的坐标超代数中，它的矩阵生成元仍

然满足 RTT 关系。我们还将以量子超代数 ( )|q m nU gl 和 ( )q nU q 为例阐释上述结果。 

2. 量子超代数 

本节我们首先给出基于 RTT 实现的量子超代数及其坐标代数的定义。 
设是一个特征为零的域。考虑域上的超线性空间(即 2  -分次的线性空间)， |m nV =  。V有标

准基{ }1, , m nv v + ，其中 iv 在 2  -分次中的次数为 

0, 1 ,
1, 1 .i

i m
v i

m i m n
 ≤ ≤

= = 
+ ≤ ≤ +

如果

如果
 

相应的 V 的自同态代数EndV 也有一个自然地 2  -分次结构，即 

, , 1, , ,ije i j i j m n= + = +  

其中 Endije V∈ 是由 , 1, ,ij k jk ie v v k m nδ= = + 决定的矩阵单位， jkδ 为Kronecker符号。 
设 
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, , ,
End End .ij

kl ij kl
i j k l

R e e V V= ⊗ ∈ ⊗∑  

注意到从End EndV V⊗ 到End End EndV V V⊗ ⊗ 有三个典范同态： 

1, 1 , 1 .a b a b a b a b a b a b⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗    

我们把在三个典范同态下的像分别记为 12 13 23, ,   。若 End EndV V⊗ 中偶元素(次数为 0 的齐次

元)满足Yang-Baxter方程 

12 13 23 23 13 12=                                         (2.1) 

则称是一个R-矩阵。Yang-Baxter方程(2.1)也可等价地写为 

( )( )( ) ( )( )( )
, , , ,1 1p i b j p i b rap pi rj br ap pi

br cs sk cs sk rjp r s p r sR R R R R R+ + + +− = −∑ ∑                    (2.2) 

定义2.1 设 End EndV V∈ ⊗ 是一个R-矩阵。我们定义相应的量子超代数 ( )U  为域上由次数为

i j+ 的齐次元 , , 1, 2, ,ijt i j m n= + 生成的含幺结合超代数。这些生成元满足定义关系 

1 2 2 1T T T T=                                        (2.3) 

其中 

, 1

m n

ij ij
i j

T e t
+

=

= ⊗∑  

且 1 2,T T 分别为T在从 ( )EndV U⊗  到 ( )End EndV V U⊗ ⊗  的两个典范同态 
1 , 1a u a u a u a u⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗   

下的同态像， 
定义关系式(2.3)也可以等价地写为 

( )( )( ) ( )( )( )

, ,
1 1p i b j p i b rap pi

br pi rj br ap rj
p r p r

R t t t t R+ + + +− = −∑ ∑  

上述通过RTT实现的结合超代数 ( )U  自然地具有超双代数的结构，其中的余乘由 

( ) ( )( )( )

1
1

m n
i k k j

ij ik kj
k

t t t
+

+ +

=

∆ = − ⊗∑  

给出。 
例2.2 设 ( )q=  为一个未定元q的复有理函数域，在线性空间 |m nV =  上有R-矩阵 

( ) ( ) ( )
| | | |1 1: 1 .
i j

ii ii ii jj ij jii i j i jq e e e e q q e e− −
≠ <

= ⊗ + ⊗ + − − ⊗∑ ∑ ∑                   (2.4) 

则一般线性李超代数的量子包络超代数 ( )|q m nU gl 可以定义为域上由次数为 i j+ 的齐次生成元

, , 1, ,ijt i j m n± = + 生成的含幺结合代数，它们满足 

0,ij jit t i j+ −= = > 和 1 , 1, ,ii ii ii iit t t t i m n+ − − += = = +  

以及定义关系 
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 2 1T T T T± ± ± ±=   

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 2 1T T T T+ − − +=   

其中 ( )
, ij iji jT e t+ += ⊗∑ ， ( )

, ij iji jT t e− −= ⊗∑ 。这样的定义给出了量子包络超代数 ( )|q m nU gl 的RTT实现。事
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实上，类似于文献[10]，可以证明了这样由RTT实现给出的量子包络代数 ( )|q m nU gl 与Drinfeld实现给出的

量子包络代数是同构的。 
例2.3 域 ( )q=  与例2.2相同，线性空间 |m nV =  是有相同维数n的奇偶空间，我们分别用

{ }, , 1n− − 和{ }1, , n 来作为它的奇空间和偶空间的标准基的指标集。V上有R-矩阵 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )| |, 1

,,: 1 End End ,ii j
ii jj ji j i iji j i jq e e q q e e e V Vϕ −

− −<
= ⊗ + − − + ⊗ ∈ ⊗∑ ∑            (2.5) 

其中 ( ) ( ) ( ),, 1 j
ij i ji jϕ δ δ −= − + 。由G. I. Olshanski给出的queer量子包络超代数 ( )q nU q 是由次数为 i j+ 的

齐次元 ,ijt i j≤ 生成的结合超代数，生成元满足关系 

1 2 2 1T T T T=   

及 , ,1 , , , 1,1, ,ii i i i i iit t t t i n n− − − −= = = − −  ，其中 

.ij iji jT t e
≤

= ⊗∑  

这是一个由RTT实现给出的量子包络代数。Queer量子超代数 ( )q nU q 的Drinfeld实现已由D. Grant-
charov，J.-H. Jung，S.-J. Kang和M. Kim在文献[7]中给出。 

3. 坐标代数 

从双代数的一般理论[11]我们知道，每一个双代数的有限对偶也是一个双代数。这里我们考虑超双代

数 ( )U  的有限对偶。用 ( )*U  表示 ( )U  的对偶空间，即从 ( )U  到的线性函数全体，则超双代数

( )U  的有限对偶定义为 

( ) ( ) ( ) ( ){ }*: | 0 .U f U U I f I= ∈ =   如果存在余维数有限的理想 使得  

我们用 ,f x 表示 ( )*f U∈  在 ( )x U∈  的取值，那么超双代数 ( )U  上的乘积和余乘积由下列关

系决定： 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

1
1 2 1 2, 1 , , , ,x g

x xfg x f x g x x x x= − ∆ = ⊗∑ ∑如果  

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

2
1 2 1 2, 1 , , , ,f x

f ff xy f x f y f f f= − ∆ = ⊗∑ ∑如果  

其中 ( )*,f g U∈  ， ( ),x y U∈  。 
对于超双代数 ( )U  ，我们可以借助R-矩阵在线性空间V上定义它的自然表示： 

( ): End , .U V Tρ →    

即， 

( ) , , , 1, , .kl
ij ij klk lt R e i j m nρ = = +∑   

自然表示的矩阵系数定义了 ( )U  上的线性函数 ( )*ik Uτ ∈  ，即 

( ) ( ), , .l kl kkx v x v x Uρ τ⋅ = ∈∑                               (3.1) 

特别地， 

, .kl
kl ij ijt Rτ =  

注意到V是 ( )U  的有限维表示，ker ρ 是 ( )U  的一个余维数有限的双边理想，且 klτ 在 ker ρ 上取零

值，因此 ( )kl Uτ ∈  。 
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定义3.1 超双代数 ( )U  中由 , , 1, ,kl k l m nτ = + 生成的子代数称为超代数 ( )U  的坐标超代数，记

为 ( )A  。 
命题3.2 超代数 ( )A  的生成元 , , 1, ,kl k l m nτ = + 满足 

( ) ( )( )( )1 .k p p l
kl kp plp t tτ + +∆ = − ⊗∑                               (3.2) 

即， ( )A  是 ( )U  的一个子双代数。 
证明。我们直接验证等式(3.2)。由 klτ 的定义，对于 ( ),x y U∈  ，有 

( ) , .l kl kkxy v xy vρ τ⋅ = ∑  

同时，因 ρ 是 ( )U  的一个表示，也有 

( ) ( ) ( ) ( ) ,, , , .l l pl p kp pl kp k pxy v x y v y x v x y vρ ρ ρ τ ρ τ τ⋅ = ⋅ = ⋅ =∑ ∑  

对比两式右端 kv 的系数，我们有 

, , , .kl kp plpxy x yτ τ τ= ∑  

注意到 ,kp xτ 仅当 x k p= + 时非零，因此， ( )U  中等式(3.2)成立。 
由于 , , 1, 2, ,kl k l m nτ = + 是超代数 ( )A  的生成元，等式(3.2)事实上说明了有限对偶代数 ( )U  的

余乘在超代数 ( )A  上是封闭的，即 ( )A  是 ( )U  的超子双代数。 
定理3.3 超代数 ( )A  的生成元 , , 1, 2, ,kl k l m nτ = + 满足 

1 2 2 1 ,X X X X=   

其中 ij ijijX eτ= ⊗∑ 。 
证明。在超双代数 ( )U  中，我们有 

( ) ( )( )( )1 .c s s k
ck cs skst t t+ +∆ = − ⊗∑  

因此， 

( )( )( ) ( )( ), 1 , , ,c s s k c s r j pi rj
pi rj ck pi cs rj sk cs sks st t t R Rτ τ τ τ+ + + + += − =∑ ∑  

其中 , rj
rj sk skt Rτ = 仅当 r j s k+ = + 时非零。由Yang-Baxter方程(2.2)， 

( )( )( )

( )( )( )

( )( )( )

( )( )( )

,

, ,

, ,

,

1 ,

1

1

1 , .

p i b j ap
br pi rj ckp r

p i b j ap pi rj
br cs skp r s

p i b r br ap pi
cs sk rjp r s

p i b r pi
br ap rj ckp r

R t

R R R

R R R

R t

τ τ

τ τ

+ +

+ +

+ +

+ +

−

= −

= −

= −

∑

∑

∑

∑

 

注意到 , , 1, 2, ,ckt c k m n= + 生成超代数 ( )U  ，我们有 

( )( )( ) ( )( )( )
, ,1 1 ,p i b j p i b rap pi

br pi rj br ap rjp r p rR Rτ τ τ τ+ + + +− = −∑ ∑  

即， 

1 2 2 1X X X X=   

例 3.4 对于例 2.2中给出的量子包络超代数 ( )|q m nU gl ，其坐标代数 ( )|q m nA gl 有一组生成元

, , 1, ,ij i j m nτ = + 满足RTT关系 
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1 2 2 1 ,X X X X=                                       (3.3) 

其中为(2.4)式给出的R-矩阵， , ij iji jX eτ= ⊗∑ 。具体来说， ( )|q m nU gl 在V上有自然表示 

( ) ( ) ( ) 1
|: End , , ,q m nU V T Tρ + − −→  gl    

其中， 

( ) ( ) ( )11 1 1
i j

ii ii ii jj ij jii i j i jq e e e e q q e e− −− −
≠ <

= ⊗ + ⊗ − − − ⊗∑ ∑ ∑  

为的逆矩阵，因此，相应的自然表示的矩阵元 , , 1, ,kl k l m nτ = + 满足 

( ) ( )1 1, , , ,
i i

il il
kl ii kl iit q t qδ δτ τ− − −+ −= =  

( )( ) ( )( )1 1, 1 , , 1 , .j j
kl ij jk il kl ji ik jlt q q t q q i jτ δ δ τ δ δ+ − − −= − − = − − − <  

容易验证，它们满足关系式 

( )2 0,| | | | 1,ak a kτ = + =  

( )( )( ) ( )11 , ,
ka k b k

ak bk bk akq a bτ τ τ τ+ + −= − >  

( )( )( ) ( )11 , ,
aa k b l

ak al al akq k lτ τ τ τ+ + −= − >  

( )( )( ) ( )11 , ,
aa k b l

ak al al akq k lτ τ τ τ+ + −= − >  

( )( )( ) ( ) ( ) ( )11 1 , , .a k b l a b l b l
ak bl bl ak bk alq q a b k lτ τ τ τ τ τ+ + + + −= − + − − > >  

这等价于关系式(3.3)成立。 
例 3.5 对于例 2.3 中给出的量子包络超代数 ( )q nU q ，其坐标代数 ( )q nA q 有一组生成元

, , , , 1,1, ,ij i j n nτ = − −  满足RTT关系 

1 2 2 1 ,X X X X=                                       (3.4) 

其中为(2.5)式给出的R-矩阵， , ij iji jX eτ= ⊗∑ ，具体来说， ( ): End ,q nU V Tρ → q 给出了量子包

络超代数 ( )q nU q 的自然表示，即， 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ), 1
,, 1 .ij i

ii jj ij ji j ijt q e t q q e eϕρ ρ −
− −= = − − −∑  

相应地矩阵元 , , , , 1,1, ,kl k l n nτ = − −  满足 
( ) ( )( ) ( ), 1

, ,, , , 1 , .il i
kl ii kl kl ij il jk i l j kt q t q q i jϕτ δ τ δ δ δ δ−

− −= = − − + <  

容易验证它们满足关系式 
( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
, ,

| 1
, ,

1

1 1 .

i a j bi j a b
ia jb jb ia

i j j b b i j b
a b j i ja ib a b j i j a i b

q q

q q

ϕ ϕτ τ τ τ

δ δ τ τ δ δ τ τ

+ +

+ + +−
< < − < <− − −

− −

= − − − + − −
 

即，关系式(3.4)成立。 
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