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Abstract 
Based on the minimum-energy multi-wavelet frames, the concept of bivariate minimum-energy 
multi-wavelet frames with dilation factor a and the sufficient and necessary conditions for satis-
fying the characteristics of bivariate minimum energy multi-wavelet frames are given. Via using 
the polyphase decomposition that corresponds to the symbol functions for scaling function and 
wavelet function, the decomposition and reconstruction algorithms of bivariate minimum-energy 
multi-wavelet frames with dilation factor a are presented. 
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摘  要 

在最小能量小波多小波框架的基础上，给出了a尺度二元最小能量多小波框架的概念，和满足二元最小

能量多小波框架特性的充分以及必要条件，利用对尺度函数以及小波函数相应的面具符号进行多相位分
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解，给出了构造a尺度二元最小能量多小波框架的构造算法。 
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1. 引言 

在小波理论之后又新发展起一种理论，即框架理论。小波框架是由多种数学学科结合得来的，1952
年，框架理论是首先由 Duffin 以及 Schaeffer 给出。我们要说的框架就是一种具有 Riesz 基性质的基，但

是却不一定是基，也可以认为它是这一种广义的基。 
最小能量小波框架[1] [2] [3] [4] [5]的优点在于可以避免信号在分解以及重构时，对于对偶框架的寻

找，也简化了计算过程的繁杂性，并且还能最大可能地去保证数值的稳定性。在框架多分辨分析(FMRA)
的基础上，2000 年，由 C.K. Chui 以及 W. He 首先给出了最小能量小波框架。 

2. a 尺度二元最小能量多小波框架的概念 

先给出文章要提到的记号： ( ) 2
1 2,ω ω ω= ∈R ， ( ) 2

1 2,x x x= ∈R ， ( )2 2L R 里函数的内积和 Fourier 变 

换定义如下 

( ) ( ) ( )2
2, d , ,f g f x g x x f g= ∀ ∈∫R L R  

( ) ( )2
,ˆ e di xf f x xωω −= ∫R  

其中 2 2
1 1 2 2, , ,x x x x xω ω ω ω ω⋅ = = + ∈ ∈R R 。 

定义向量值函数 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )T 2 2
1 2, , , , , ,r ix x x x x r iφ φ φ φ= ∈ ∈L R Nφ ，平移算子为 

( ) ( )kT x x k= −φ φ ，伸缩算子为 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2: :D D x a ax→ =L R L R φ φ 。 

定义 1 [6] 假设有正常数 0 A B< ≤ < +∞，使函数族 ( )T

1 2, , , ,i i i i
r iψ ψ ψ= ∈ Nψ 能够满足 

( ) ( )
2

22 2 2 2
, ,

1 1 ,

, ,
r

i
j k

i j k

A f f B f f xτ
τ= = ∈

≤ ≤ ∀ ∈∑∑ ∑
N

Z

L Rψ  

那么称函数族 ( )T

1 2, , , ,i i i i
r iψ ψ ψ= ∈ Nψ 是 ( )2 2L R 的一个紧框架[7] [8]，A，B 是这个框架的上，下框架

界。当 1A B= = 时，有下列重构公式 

( ) ( )
2

2 2 2
, ,

1 ,

, ,
r

i
j k

j k

f x f fτ
τ = ∈

= ∀ ∈∑ ∑
Z

L Rψ                          (1) 

那么称 }{ iψ 是 ( )2 2L R 的 Parseval 框架。 

记 { } ( ){ }( )2 2
2

, :k kL
V clos span xα α= ∈

R
Zφ 是 ( ){ }2

, :k xα α ∈ Zφ 在 ( )2 2L R 上的闭包。 
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定义 2 [9] 假如每一个{ } Z
Vτ τ∈

是 ( )2 2L R 的闭子空间，而且有 0V∈φ 使得{ }Vτ 满足 

(1) 1 2 ,V V Vτ τ τ τ+ +⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ∈ Z  ； 

(2) ( ) { }2 2 , 0
Z Z
V Vτ ττ τ∈ ∈

= =L R
 

；  

(3) ( ) ( ) 2
0 0 ,g x V g x k V k∈ ⇔ − ∈ ∈ Z ；  

(4) ( ) ( ) 1,g x V g ax Vτ τ τ+∈ ⇔ ∈ ∈ Z ；  

(5) ( ) ( )2 2x∃ ∈ L Rφ 使 ( ){ } 2k
x k

∈
−

Z
φ 为 0V 的紧框架，那么{ }Vτ τ∈Z 是 FMRA，其中 ( )xφ 是 FMRA 的二 

元尺度函数。 

定义 3 若{ }Vτ τ∈Z 由 ( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2, , , rx x x xφ φ φ= φ 生成。设函数族 ( )T

1 2, , , ,i i i i
r iψ ψ ψ= ∈ Nψ 符合

(3.1.1)，且 ( )T

1 2 1, , ,i i i i
r Vψ ψ ψ= ⊂ψ ，那么称 ( )T

1 2, , , ,i i i i
r iψ ψ ψ= ∈ Nψ 生成对应 ( )xφ 的小波紧框架。 

定义 4 [10] 若 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )T 2 2
1 2, , , ,r ix x x x xφ φ φ φ= ⋅⋅⋅ ∈ L Rφ ，而且 ( )ˆ ωφ 在原点处连续，对于

( ) ( )2 2f x∀ ∈ L R ，如果一个函数族 ( )2 2 ,i i∈ ∈L R Nψ 符合 

2 2 2

22 2

,1, ,0, ,0,
1 1 1 1

, , ,
r r r

i
k k k

ik k k

f f fτ τ τ
τ τ τ= = = =∈ ∈ ∈

= +∑ ∑ ∑∑ ∑∑∑
N

Z Z Z

φ φ ψ                   (2) 

则称{ }1 2, , ,⋅ ⋅ ⋅ Nψ ψ ψ 是与 ( )xφ 相对应的二元最小能量多小波紧框架。其中 

( ) ( ) 2
, ,, , , ,j j i j i j

j k j ka a x k a a x k i j k= − = − ∈ ∈ψ ψ Z Zφ φ  

式(2)等价于 

2 2 2
,1, ,1, ,0, ,0, ,0, ,0,

1 1 1 1
, , ,

r r r
i i

k k k k k k
ik k k

f f fτ τ τ τ τ τ
τ τ τ= = = =∈ ∈ ∈

= +∑ ∑ ∑∑ ∑∑∑
N

Z Z Z

φ φ φ φ ψ ψ                (3) 

若函数 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )T 2 2
1 2, , , ,r ix x x x xφ φ φ φ= ∈ L Rφ 满足 

( ) ( )
2

2,k
k

x ax k x
∈

= − ∈∑
Z

P Rφ φ                                (4) 

称上式为 r 重多尺度函数。此处{ } 2k k∈Z
P 为 r r× 重矩阵序列。 

对式(4)两边施行 Fourier 变换有 

( ) ( ) \ˆ ˆ , e i az z
a

ωωω − = = 
 

Pφ φ                                 (5) 

其中 

( )
2

2

1 k
k

k

z z
a ∈

= ∑
Z

P P                                    (6) 

( )zP 为{ } 2k k∈Z
P 的符号函数。对于{ }1 2

1, , , V⊂N
ψ ψ ψ 根据定义 2，就有  

( ) ( )
2

, 1, 2, ,l
k

k

x ax k l
∈

= − =∑
Z

Q Nψ φ                            (7) 

其中{ }, 1, 2, ,l
k l =Q N 是 r r× 重矩阵序列，等式两边做 Fourier 变换有 

( ) ( ) \ˆˆ , e i a
l z z

a
ωωω − = = 

 
Qψ φ  

( )l zQ 为{ }, 1, 2, ,l
k l =Q N 的符号函数，表示为 
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( )
2

2

1 , 1, 2, ,l k
l k

k

z z l
a ∈

= =∑
Z

Q Q N                              (8) 

接下来利用 ( )zP 和 ( ) , 1, 2, ,l z l =Q N 来构造一个 ( ) 21 r a r+ ×N 阶的分块矩阵 

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2

2

1 1

1 1 1 1 1

1 1

a

a

a

z z z

z z z
z

z z z

ω ω

ω ω

ω ω

−

−

−

 
 
 
 =
 
 
 
 N N N

P P P

Q Q Q
D

Q Q Q





   



                       (9) 

( )zD 的共轭转置我们用 ( )z∗D 来表示。 

3. a 尺度二元最小能量多小波框架的特征 

定理 1 若 ( )zP 和 ( )l zQ 里都为 Laurent 多项式，并且 ( )xφ 是{ }j j∈Z
V 的尺度函数，则等价于 

(1) { }1 2, , , N
ψ ψ ψ  为与 ( )xφ 相应的二元最小能量多小波框架生成元； 

(2) 1z∀ = 满足 

( ) ( ) 2 ;
a r

z z∗ ⋅ =D D I                                  (10) 

(3)  

2

, , 2
, ,

1 1

r
i j t i t j

ml ij l ak m ak l ak m ak ml ij
tk

aτ τ τ τ

τ
α δ∗ ∗

− − − −
= =∈

 = + − 
 

∑ ∑ ∑
N

Z

P P Q Q                      (11) 

符合 2
, 0, , , ; , 1, 2, ,ml ij m l k i j rα = ∀ ∈ =Z  且 ,ml ijδ 是 Kronecker 符号为 

,

1 ,
0ml ij

m l i j
δ

= =
= 
 其他

 

证明：由式(4)和(7)以及 ,ml ijα ，可以得到式(3)的等价式子 

( ) ( )
2 2

,
1 1

, 0
r r

ml ij i j
i jl m

f ax m ax mα
= =∈ ∈

− − =∑ ∑ ∑∑
Z Z

φ φ                       (12) 

并且有，式(10)等价于 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

1

21, 2, , 1; 1

t t rt

j t t zt

z z z z

z z z

j a z

ω ω

∗ ∗
=

∗ ∗
=

 + =
 + =


= − ∀ =

∑
∑

N

N

P P Q Q I

P P Q Q



0                          (13) 

即有 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

2 2

2 2

2 2

1 1
0 1 0

1 1
0 1 1

1 1
0 1 0

2

( ) ( )

2 2

1,2, , 1; 1

a a
k t k t rk t k

a a
k t t k t rk t k

a a
k l t k t l t rk t k

z z z z

z z z z z z

z z z z z z

l a z

ω ω

ω ω

ω ω ω ω

− −∗ ∗
= = =

− −∗ ∗ ∗ ∗
= = =

− −∗ ∗ ∗ ∗
= = =

 + =


− + − =

 − + − =

= − ∀ =

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

N

N

N

P P Q Q I

P P P Q Q Q I

P P P Q Q Q I
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因为 1, ,k k k l kl
l kz z z ω ω ω−∀ = = = = ，有 

2 21 1

0 0

0 1
1

a a
kk l

l k
l k ka

ω
ω ω

ω

− −

= =

≠
= =  =

∑ ∑  

那么上式也可以写为 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

1

1 1

1 1 1

2 21 1

1 1 1

1

e e

ak t ak
ak ak t r

tk k

a a
ak l t ak l

l ak l ak t r
l t lk k

sl sla ai iak l ta a
l ak l ak

l t lk k

z z z z

z z z z a

z z z
π π

∗ ∗
− −

=∈ ∈

− −
∗ − ∗ −
− −

= = =∈ ∈

− −− −∗ − ∗
− −

= = =∈ ∈

+ =

   
+ = −      

   
 

+  
 

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

N

Z Z

N

Z Z

N

Z Z

P P Q Q I

P P Q Q I

P P Q ( )

21, 2, , 1; 1

ak l
t rz

s a z

−







   = −    
 = − ∀ =

Q I



 

利用 Cramer 法则和 Vandermonde 行列式的性质可将上变形为 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

2 2

2 2
2 2

1

1 1
1 1

1

1 1
1 1

1

ak t ak
ak ak t r

tk k

ak t ak
ak ak t r

tk k

ak a t ak a
t ra ak a ak

tk k

z z z z

z z z z

z z z z

∗ ∗
− −

=∈ ∈

∗ − ∗ −
− −

=∈ ∈

∗ − + ∗ − +
− − − −

=∈ ∈

 + =



+ =





+ =


∑ ∑ ∑

∑ ∑∑

∑ ∑∑

N

Z Z
N

Z Z

N

Z Z

P P Q Q I

P P Q Q I

P P Q Q I



 

对上面式子中所有等式两边乘 2ˆ e , 0,1, , 1
l i
a l a

a

ωω −  = − 
 

φ ，有 

( ) ( )
2 1

ˆ ˆ e
l iak t ak a

l ak l ak t
tk

z z z z
a a

ωω ω −∗ ∗
− −

=∈

     + =         
∑ ∑

N

Z

P P Q Q φ φ  

即为 

( ) ( )
2 1

ˆ ˆˆ e
l iak t ak t a

l ak l ak
tk

z z
a

ωωω ω
−∗ ∗

− −
=∈

   + =      
∑ ∑

N

Z

P Qφ ψ φ  

对上式做 Fourier 逆变换就有 

( ) ( ) ( )
2

2

1

ak t ak t
l ak l ak

tk

z x k z x k a ax l∗ ∗
− −

=∈

 − + − = − 
 

∑ ∑
N

Z

P Qφ ψ φ  

根据式(4)和(7)，上式就可变形为 

( )
2

2
,

1
0, 1, 2, , ;

r

ml ij j
jk

ax m i r lα
=∈

− = = ∈∑ ∑
Z

Zφ                        (14) 

由(11)式证明得到式(14)，也就有了(12)式，现在我们来证明由(12)式得到(11)式。 
( ) ( )2 2f x∀ ∈ L R 是紧支撑函数，若固定 m，则 ,ml ijα 仅有有限个不为零，那么泛函 

( ) ( ) 2
,

1
, , 1, 2, , ;

r

ij ml ij l
m i

f f ax m j r lβ α
=

= − = ∈∑∑ Zφ  
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仅有有限个不为零。 
接下来对(12)式做傅里叶变换有 

( ) ( )
1

ˆ e 0
lr i
a

ij l
l j

f
ω

β ω
−

=

=∑∑ φ  

由于 ( )l̂ ωφ 不是平凡函数，所以 ( )
1

e 0
lr i
a

ij
l j

f
ω

β
−

=

=∑∑ ，既有 ( ) 20, , 1, 2, ,ij f l j rβ = ∈ =Z  ，故 

( ) 2
,

1
, 0, 1, 2, , ;

r

ml ij i
m i

f ax m j r lα
=

− = = ∈∑∑ Zφ  

设 ( ),
1

r

ml ij i
m i

f ax mα φ
=

= −∑∑ ，则有 ( ),
1

0
r

ml ij i
m i

ax mα
=

− =∑∑ φ ，最后做傅里叶变换就可得 

2
, 0, , 1, 2, , ; ,ml ij i j r m lα = = ∀ ∈ Z ，综上，定理得证。 

定理 2 若尺度函数 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )T 2 2
1 2, , , , , ,r ix x x x x r iφ φ φ φ= ∈ ∈L R Nφ 紧支撑，并有 ( )ˆ 0 1=φ ，

设{ }1 2, , , N
ψ ψ ψ 是对应的二元最小能量多小波框架生成元，则 

( )
2 1 2 2

0 1
1, 1, 1 , 0 1.

a r

ij l
l j

p z z i r l aω
−

= =

≤ ∀ = ≤ ≤ ≤ ≤ −∑∑                     (15) 

证明：由于 ( ) ( ) 2a r
z z∗ ⋅ =D D I 那么我们就可以得到 ( ) 2

1 1, 1r
ij lj p z i rω

=
≤ ≤ ≤∑ 。下面只看式(15)中当

1i = 的情况，i 为其他数值时证明过程类似。 

记 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 211 1 11 11 1
, , , , , ,r ra a

z p z p z p z p zω ω
− −

 =  f    为 ( )zD 的第一行元素，将 ( )zD 中剩下的

记为矩阵 ( )zF ，那么根据式(10)就有 

( ) ( ) ( ) ( ) 2a r
z z z z∗ ∗+ =f f F F I  

由 ( ) ( ) ( ) ( )2a r
z z z z∗ ∗= −F F I f f 是 Hermitian 矩阵，那么就有 

( ) ( )( )2 0, 1
a r

det z z z∗− ≥ ∀ =I f f  

即有 

( )
2 1 2

1
0 1

1, 1
a r

j l
l j

p z zω
−

= =

≤ ∀ =∑∑  

其实 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 0

1 1 0 1
a r a r a r

z z z z

z z z z

∗ ∗ ∗

∗

    − −
=        − −    

I f I f I f f

f f f f
 

其中 

( )
( )

( )
( ) ( )

2 2

1 0 1
a r a r

z z

z z z

∗ ∗

∗

   
=      −   

I f I f

f f f
 

( )
( )

( )
( ) ( )

2 2

1 0 1
a r a r

z z

z z z

∗ ∗

∗

   − −
=      − −   

I f I f

f f f
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而 ( ) ( )( )2 0
a r

det z z∗− ≥I f f 所以 ( ) ( )1 0, 1z z z∗− ≥ ∀ =f f 。 

接下来将 ( ) ( ), , 1, 2, ,jz z j =P Q N 写为多相位形式 

( ) ( ) ( ) ( )( )2

2
1

1 2
1 a a a a

a
z z z z z z

a
−= + + +P P P P  

( ) ( ) ( ) ( )( )2

2
1

1 2
1 a a a a

j j ja
z z z z z z

a
−= + + +Q Q Q Q  

r r× 阶的符号矩阵 ( ) ( ) 2, , 1, 2, , 1; 1,2, ,z z i a j= − =P Q N  中的每项都为 Laurent 多项式，记为 

( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

2 2

1 1

1 1
1 1

1 1

1 1

a
r r r

a
r r r

a

r r ra a

z z

z z

z z

ω ω

ω ω

− −

− −

− −

− −

 
 
 
 =
 
 
 
 

I I I

I I I
E

I I I





   



 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 2

11 12 21

1 2 2

a a a
a

a a a
a

a a a
a

z z z

z z z

z z z

 
 
 
 =
 
 
 
 N N N

P P P

Q Q Q
H

Q Q Q





   



 

那么就有 ( ) ( ) ( )1z z z
a

=D E H ，也即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

1z z z z z z
a

∗ ∗ ∗=H H E D D E                         (16) 

由式(10)有 

( ) ( ) 2 , 1
a

z z r z∗ = ∀ =H H I                               (17) 

接下来讨论该框架存在的充分条件。 

定理 3 若多尺度函数为 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )T 2 2
1 2, , , , , ,r ix x x x x r iφ φ φ φ= ⋅⋅⋅ ∈ ∈L R Nφ ，且 ( )ˆ 0 1=φ ，那么 a 

尺度 Laurent 多项式符号函数符合  

( )
2 1

1 0 1
1, 1

r a r

ij l
i l j

p z zω
−

= = =

< ∀ =∑∑∑  

则存在二元多尺度函数 ( )xφ 对应的二元最小能量多小波框架生成元 1 2, , , N
ψ ψ ψ 。 

证明：由 

( ) ( ) ( ) ( )( )2

2
1

1 2
1 a a a a

a
z z z z z z

a
−= + + +P P P P  

其中 ( ) 2, 1, 2, ,j z j a=P  是 ( )zP 的多相位矩阵。而由(16) (17)可以得到 

( ) ( )
2 21 22

1 0 1 1 1 1

r a r r a r
ij a

ij l l
i l j i l j

p z p zω
−

= = = = = =

=∑∑∑ ∑∑∑  

即有 
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( )
2

2

1 1 1
1

r a r
ij
l

i l j
p u

= = =

≤∑∑∑  

若 1 2, , , rx x x +∃ ∈R 且有 1 1r
ii x

=
=∑ ，则 

( )
2

2

1 1
, 1

a r
ij
l i

l j
p u x i r

= =

≤ ≤ ≤∑∑  

根据 Riesz 定理可知，对于 Laurent 多项式 ( )2 1
, 1, 2, ,

a
P z i r

+
=  有 

( ) ( )
2

2

22

1
1 1

, 1
a r

ij ij
l ia

l j
p u p u x i r

+
= =

+ = ≤ ≤∑∑  

接下来把单位向量 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2
1 1 1

1 1 1 1

1 , , , , , , , , , , 1, 2, ,i ir i i ir i
a a a

i

z z z z z z i r
x +

∀ ∈P P P P P P    
按照文 

献[11]里定理 3 的方式变换之后就可以得到[11] 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1
1 1 1

1 1
1 1 1, 1

1 1
1 1 , 1

1

i ir i ir i
a a a

i ir i ir i
i a a a

i
i ir i ir i
a a a a a a a a

z z z z z

z z z z z
z

x
z z z z z

+

+

+

 
 
 

=  
 
  
 

P P P P P

Q Q Q Q Q
D

Q Q Q Q Q

  

  



    

  

 

则 

( )

( )
( )

( )2

2

1
1

2
2

a
a

x z

x z
z

x z

 
 
 

=  
 
  
 

D

D
D

D











 

而且符合 ( ) ( ) 2 1a r
z z∗

+
=D D I  。 

4. 二元最小能量多小波框架的构造算法 

对于 ( ) ( )2 2f x∀ ∈ L R ，下面记 2
, , , ,, , , , 1, 2, , ,i
k k k kf f i kτ τ τ τ= = = ∈c d N Zφ ψ ， τP 为 ( )2 2L R 到子

空间 τV 上的正交投影算子 

2
, , , ,

1
, ,

r

j k j k
j k

f fτ τ τ τ
= ∈

= ∈∑ ∑
Z

P Zφ φ  

则根据以上算子式(3)可变形为 

2
1 , , , ,

1 1
,

r
i i
j k j k

i j k

f f fτ τ τ τ τθ +
= = ∈

= − = ∑∑ ∑
N

Z

P P ψ ψ                         (18) 

其中 τθ 表示为误差项，还可以表示为 

2
, , , ,

1 1

r
i

j k j k
i j k

mτ τ τθ
= = ∈

= ∑∑ ∑
N

Z

ψ                                 (19) 

那么由以上两式，做内积就可以得到 

2 2

2

, , , , , ,
1 1 1 1

, , ,
r r

i i
j k j k j k

i j i jk k

f f m fτ τ τ τθ
= = = =∈ ∈

= =∑∑ ∑ ∑∑∑
N N

Z Z

ψ ψ  
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则 

2

2 2

2

2 2

2

, , , ,
1 1

2
, , , , , ,

1 1 1 1

2

, ,
=1 =1

22
, , , ,

1 1 =1 =1

0 ,

2 ,

,

,

r
i

j k j k
i j k

r r
i

j k j k j k
i j i jk k

r
i
j k

i j k
r r

i
j k j k

i j i jk k

m f

m m f

f

m f

τ τ

τ τ τ

τ

τ τ

= = ∈

= = = =∈ ∈

∈

= = ∈ ∈

≤ −

= −

+

= −

∑∑ ∑

∑∑∑ ∑∑∑

∑∑∑

∑∑∑ ∑∑∑

N

Z
N N

Z Z
N

Z
N N

Z Z

ψ

ψ

ψ

ψ

 

在式(19)下，误差项 τθ 的系数能量是最小的，也正是这个原因我们把符合(3)的框架叫做最小能量小波框

架。 
1) 分解算法 若已知{ }2

1, :l lτ + ∈c Z ，那么我们由 ( ) ( ), , 1, 2, ,ix x i = Nφ ψ 的加细方程我们可以得到 

( ) ( ) ( )
2

, 1,
1 ;l k al k

k

x a a x l x
a

τ τ
τ τ− +

∈

= − = ∑
Z

Pφ φ φ  

( ) ( ) ( )
2

, 1,
1 .i i i i

l k al k
k

x a a x l x
a

τ τ
τ τ− +

∈

= − = ∑
Z

Qψ ψ ψ  

对以上两式两边与 ( ) ( )2 2f x ∈ L R 作内积，就有以下分解公式 

2 2
, 1, , 1,

1 1; i i
l k al k l k al k

k ka aτ τ τ τ− + − +
∈ ∈

= =∑ ∑
Z Z

c P c d Q d  

2) 重构算法 

( ) ( ) ( ) ( )
2

1 1
1, , ,

1

1 i i
l l ak k l ak k

ik

x a a x l x x
a

τ τ
τ τ τ

+ + ∗ ∗
+ − −

=∈

 = − = + 
 

∑ ∑
N

Z

P Qφ φ φ ψ  

对上式两端与 ( ) ( )2 2f x ∈ L R 作内积，就有 

2
1, , ,

1

1 .i i
l l ak k l ak k

ikaτ τ τ
∗ ∗

+ − −
=∈

 = + 
 

∑ ∑
N

Z

c P c Q d  
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