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摘  要 

设 ( ),Cay G SΓ = 是群G上的Cayley图。称Γ为无核的，如果G在X中是无核的，其中G X Aut≤ ≤ Γ。用H

表示 ∈1 VΓ在X中的点稳定子。本文对 16H = 时，度数为3的非弧传递图Γ进行分类研究。 
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Abstract 
Let ( ),Cay G SΓ =  be a Cayley graph of group G. Then Γ  is said to be core-free if G is core-free in 
X, where G X Aut≤ ≤ Γ . Let H be the stabilizer of ∈1 VΓ  in X. We classify the 3-valent nonsym-
metric Cayley graphs where 16H =  in this paper. 
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1. 引言 

本文仅讨论有限，简单，连通，无向图。 
设 Γ是一个图，其顶点集，边集，弧集，图的全自同构群分别记为VΓ ， EΓ， ArcΓ， AutΓ。设

( )X Aut≤ Γ ，我们称图 Γ为 X-点传递的，X-边传递的，X-弧传递的，如果 X 传递地作用在VΓ，EΓ，ArcΓ。

相应地，称图 Γ是点传递的，边传递的，弧传递的，如果 ( )X Aut= Γ 。 
设 G 是一个有限群并记其单位元为 1。取 { }1S G⊆ − ，称它为 G 的 Cayley 子集。设 S 满足 

{ }1 1: |S S s s S− −= = ∈ 。定义群 G 关于 S 的 Cayley 无向图 ( ): ,Cay G SΓ = ，其中： 

{ }{ }: , : , | ,V G E g sg g G s SΓ = Γ = ∈ ∈  

我们称 Cayley 图 ( ),Cay G SΓ = 关于 G 是正规的，如果G AutΓ 。记 

( ) ( ){ }, |Aut G S Aut G S Sαα= ∈ = ，记 1A 是顶点 1 的点稳定子群。由文献[1] (命题 4.22)，我们有， 

( ) ( ): ,AutN G G Aut G SΓ = 。所以， Γ是正规 Cayley 图当且仅当 ( )1 ,A Aut G S= ，当且仅当 

( ): ,Aut G Aut G SΓ = 。由此可见，正规 Cayley 图的全自同构群可被原群完全决定。 

单群上的 Cayley 图，对于非弧传递图，目前相关的结论还是非常少。本文尝试做一些研究。 

2. 预备知识 

设 X 是任意有限群，H 为 G 的无核子群。设 D 是 H 的双陪集的并，满足 1D D− = 。定义陪集图

( )Cos , ,X H D ，其顶点集 [ ] { }: : |X H Hx x X= ∈ 使得 Hx 与 Hy 相邻当且仅当 1yx HDH− ∈ 。考虑 X 依右乘

作用在 H 的右陪集集合 [ ]:X H 上。注意到该作用是忠实的且保持陪集图的邻接关系，我们可以将 X 看

作图 ( )Cos , ,X H D 的全自同构群 ( )( )Cos , ,Aut X H D 的一个子群。显然， ( )Cos , ,X H D 是连通的当且仅当

D X= 。 ( )Cos , ,X H D 的度数为 :D H 。容易验证 H 有 n 个轨道当且仅当 D 是 n 个 H 的双陪集的并。

进一步，下面是关于陪集图性质的熟知的引理，其证明可参考文献[2] [3] [4]。 
引理 2.1.设 ( )Cos , ,X H D 的定义如上，则 

(1) 若 ( )Cos , ,X H D 是 X-对称图，其度数至少为 3，则存在元素 g X H∈ − 使得 2g H∈ ， ,H g X= 。

更进一步，我们选择 g 为一个 2-元素。 
(2) 设 ( ),Cay G SΓ = 是 Cayley 图且有 ( )G X Aut≤ ≤ Γ 。设 H Xα= 是 Vα ∈ Γ在 X 中的点稳定子，我

们有 ( )Cos , ,X H HSHΓ ≅ 。 

(3) 相反地，设 ( )Cos , ,X H D 是陪集图，G 是 H 在 X 中的补。记 S G D=  。则 Cayley 图 ( ),Cay G SΓ =

同构于 ( )Cos , ,X H D ，因此 :S D H= 。特别地，如果Γ的度数为奇数，S 包含 G 的对合。 

设 ( )XN Core G= 是 G 在 X 中的核。由文献[2]，我们容易得出下列结论。 

引理 2.2. 设 ( ),Cay G SΓ = 是 3 度 Cayley 图， ( )G X Aut≤ ≤ Γ 。令 ( )XN Core G= 。用 1X 表示1 V∈ Γ

在 X 中的点稳定子。则下列之一成立： 
(1) 若G N= ，则 ( ): ,X G Aut G S≤ 且 ( )1 ,X Aut G S≤ 。 
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(2) 若 : 2G N = ，则存在 D N⊆ ，其中1 D∈ ， D N= 且 ( ),BiCay N DΓ ≅ 。 

(3) 若 : 2G N > ，N 在VΓ上至少有 3 个轨道，则 NΓ 是关于G N 的 Cayley 图并且是无核的。 

注 2.2. (a) 若我们限制一些条件，上述引理中有些情形将不会成立。例如，当 G 是非交换单群时，(2)
不会出现。 

(b) 在情形(3)中，若 1N = ，则通过考虑 X 在 [ ]:X G  (G 在 X 中右陪集的集合)上的右乘作用，我们

可将 X 视为对称群 ( ):nS n X G= 的子群，X 包含 nS 的一个同构于 H (X 作用VΓ上的一个点稳定子群)的

正则子群；对 [ ]:X G 中的陪集重新标号为1,2, , n ，则 G 为 X 作用在{ }1,2, , n 上的一个点稳定子。 

引理 2.3. 设 ( ),Cay G SΓ = 是连通无核 3 度非对称 Cayley 图，其中 ( )G X Aut≤ ≤ Γ 。设 H 是1 V∈ Γ的

点稳定子。则存在一个对合 ( )1 Xx N H∈ 和 2-元素 ( )2
2

x
Xx N H H∈  ， 1x 和 2x 不全包含于 ( )1 K H XU N K≠ 

，

使得 ( )1 2Cos , ,X H Hx H Hx HΓ ≅  且 ( )1 2S G Hx H Hx H=   。 

3. 主要结论 

设 ( ),Cay G SΓ = 是无核(关于 G) 3 度非弧传递 Cayley 图，其中 ( )G X Aut≤ ≤ Γ 。用 H 表示1 V∈ Γ在

X 中的点稳定子。注意到Γ是 3 度非弧传递的，可知 H 一定是 2-群，则有下面的结论： 
定理 3.1. 设 16H = 。则下列之一成立： 
(1) H 同构于 2 8Z D× ； 
(2) H 同构于 2 8Z Q× ； 

(3) 不存在无核 3 度非弧传递 Cayley 图。 
设 ( ),Cay G SΓ = 是无核(关于 G) 3 度非弧传递 Cayley 图，其中 ( )G X Aut≤ ≤ Γ ， 1H X= 表示1 V∈ Γ

在 X 中的点稳定子。设 1 2D Hx H Hx H=  ， 2xP H H=  。由引理 2.3，我们有 ( )Cos , ,X H DΓ ≅ ，其中

对合 ( )1 Xx N H∈ ，2-元素 ( )2 Xx N P∈ ， 1x 和 2x 不全包含于 ( )1 K H XU N K≠ 

。更进一步有 1 2, ,x x H X= 且

S G D=  。则 P 在 H 中的指数为 2。 
证明：注意到 16H = ，由 MAGMA [5]和 GAP [6]可知，对于 H，存在 14 种可能的情形，也就是，

16H Z≅ , 4 4Z Z× ， ( )4 2 2:Z Z Z× ， 4 4:Z Z ， 8 2Z Z× ， 8 2:Z Z ， 16D ， 16QD ， 16Q ， 4 2 2Z Z Z× × ， 2 8Z D× ，

2 8Z Q× ， ( )4 2 2:Z Z Z× 或 2 2 2 2Z Z Z Z× × × 。我们将对它们一一进行分析。 

首先，令 { }: 1, 2,3, ,16Ω =  。由前段分析，X 同构于对称群 16S 的一个子群。假设 16H Z≅ ，则 8P Z≅ 。

因为 Γ是 3 度图， : 2H P = ，注意到循环群的所有子群均为全不变子群，于是 PcharH 。由于 ( )1 Xx N H∈

且 ( )2 Xx N P∈ ，则 1xP P= 。因此， 1 2, ,P x x H X= ，换句话说，不存在无核 3 度非弧传递 Cayley 图。 
假设 4 4H Z Z≅ × ，则 4 2P Z Z≅ × 。注意到 H 和 P 均只有一个同构于 2 2Z Z× 的 4 阶子群，记为 K，则

K 是 H 和 P 的特征子群。又因为 ( )1 Xx N H∈ ， ( )2 Xx N P∈ ，这意味着 1xK K= ， 2xK K= ，所以  

1 2, ,K x x H X= ，矛盾于 H 在 X 中无核。 

假设 ( )4 2 2:H Z Z Z≅ × ，则 4 2P Z Z≅ × 或 2 2 2Z Z Z× × 。若 2 2 2P Z Z Z≅ × × ，因为 1xH H= 且 P 是 H 中

唯一同构于 2 2 2Z Z Z× × 的子群，这意味着 1xP P= 。另一方面，由于 2xP P= ， P H ，我们有 

1 2, ,P x x H X= ，矛盾。若 4 2P Z Z≅ × ，由 MAGMA 和 GAP 可知，不存在满足条件的 2x 使得 Γ是无

核(关于 G) 3 度非弧传递 Cayley 图。 
假设 4 4:H Z Z≅ ，则 4 2P Z Z≅ × 。同样地，与 4 4H Z Z≅ × 的情形有相同的讨论，推出矛盾。 

假设 8 2H Z Z≅ × ，则 4 2P Z Z≅ × 或 8Z 。先假设前者成立，也即， 4 2P Z Z≅ × 。因为 1xH H= 且 P 是

H 中唯一同构于 4 2Z Z× 的子群，这意味着 1xP P= 。另一方面，由于 2xP P= ， P H ，我们有 
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1 2, ,P x x H X= ，矛盾。现设 8 2H a b Z Z= × ≅ × ， 8P a Z= ≅ ，其中 

( )( )1 12 4 10 2 11 3 9 5 16 8 14 6 15 7 13a = ， ( )( )( )( )( )( )( )( )1 5 2 6 3 7 4 8 9 13 10 14 11 15 12 16b = 。注意到

P 中只有一个 4 阶子群同构于 4Z ，也即， 2a ，则 2a char a P H=  ，于是 2a H 。因为 ( )2 Xx N P∈ ，

我们有
22 2x

a a= 。因为 H 中有两个 8 阶子群同构于 8Z ，也即， a 和 ab ，因为 ( )1 Xx N H∈ ，那么

1xa a= 或 ab 。若 11 xxP a a P= = = ，又 ( )2 Xx N P∈ ，推出 1 2, ,P x x H X= ，矛盾。注意到 H

中有两个 4 阶子群同构于 4Z ，也即， 2a 和 2a b ，因为 ( )1 Xx N H∈ ,那么
12 2x

a a= 或 2a b 。若 
1xa ab= ，注意到 ( ) ( )( )( )( )22 1 4 2 3 5 8 6 7 9 12 10 11 13 16 14 15a ab= = ，我们有 

( )1 22 2x
a ab a= = 。因此 2

1 2, ,a x x H X= ，这与 H 在 X 中无核矛盾。 

假设 8 2:H Z Z≅ ，则 4 2P Z Z≅ × 或 8Z 。同样地，与 8 2H Z Z≅ × 的情形相同的讨论，推出矛盾。 
假设 16H D≅ ，则 8P D≅ 或 8Z 。注意到 H 中只有一个同构于 4Z 的 4 阶子群。由 MAGMA 和 GAP， 8D

和 8Z 均是只有一个同构于 4Z 的 4 阶子群，令 4K Z≅ 。所以 K 是 H 和 P 的特征子群。由于 1x 和 2x 的选择，

1 2, ,K x x H X= ，矛盾。 
假设 16H QD≅ ，则 8P Q≅ ， 8Z 或 8D 。注意到 H 中分别只有一个同构于 8Q ， 8Z 和 8D 的 8 阶子群。

所以当 P 为以上三种子群中的任何一种时，我们有 PcharH 。另一方面，由于 ( )1 Xx N H∈ ， ( )2 Xx N P∈ ，

则有 1xP P= ，因此我们推出 1 2, ,P x x H X= ，矛盾。 
假设 16H Q≅ ，则 8P Q≅ 或 8Z 。注意到 H 中只有一个 2 阶子群同构于 2Z 。由 MAGMA 和 GAP， 8Q

和 8Z 均是只有一个同构于 2Z 的子群，令 2K Z≅ 。所以 K 是 H 和 P 的特征子群。从而必有 K X ，矛盾。 

假设 4 2 2H Z Z Z≅ × × ，则 4 2P Z Z≅ × 或 2 2 2Z Z Z× × 。若 2 2 2P Z Z Z≅ × × ，因为 1xH H= 且 P 为 H 中

唯一同构于 2 2 2Z Z Z× × 的子群，这意味着 1xP P= 。另一方面，由于 2xP P= ， P H ，于是 

1 2, ,P x x H X= ，矛盾。若 4 2P Z Z≅ × ，由 MAGMA 和 GAP 可知，不存在满足条件的 2x 使得 Γ是无

核(关于 G) 3 度非弧传递 Cayley 图。 
假设 ( )4 2 2:H Z Z Z≅ × ，则 8P D≅ ， 8Q 或 4 2Z Z× 。由 MAGMA 和 GAP 可知，不存在满足条件的 2x

使得 Γ是无核(关于 G) 3 度非弧传递 Cayley 图。 
假设 2 2 2 2H Z Z Z Z≅ × × × ，则 2 2 2P Z Z Z≅ × × 。设 , , ,H a b c d= ，其中 

( )( )( )( )( )( )( )( )1 5 2 6 3 7 4 8 9 13 10 14 11 15 12 16b = , 

( )( )( )( )( )( )( )( )1 3 2 4 5 7 6 8 9 11 10 12 13 15 14 16c = , 

( )( )( )( )( )( )( )( )1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16d = . 

我们断言 a 是由 b，c 和 d 决定的。设 , ,P b c d= 。显然 P 在Ω上半正则，且有两个轨道，记为 

{ }1 1, 2,3, 4,5,6,7,8∆ = ， { }2 9,10,11,12,13,14,15,16∆ = 。因为 H 在Ω上是正则的，则 1 2
a∆ = ∆ 。可以发现

{ }1 1,5Σ = ， { }2 2,6Σ = ， { }3 3,7Σ = ， { }4 4,8Σ = ， { }5 9,13Σ = ， { }6 10,14Σ = ， { }7 11,15Σ = ， { }8 12,16Σ =

是 b 在Ω上的 8 个轨道； { }1 1,3′Σ = ， { }2 2, 4′Σ = ， { }3 5,7′Σ = ， { }4 6,8′Σ = ， { }5 9,11′Σ = ， { }6 10,12′Σ = ，

{ }7 13,15′Σ = ， { }8 14,16′Σ = 是 c 在Ω上的 8 个轨道； { }1 1, 2′′Σ = ， { }2 3, 4′′Σ = ， { }3 5,6′′Σ = ， { }4 7,8′′Σ = ，

{ }5 9,10′′Σ = ， { }6 11,12′′Σ = ， { }7 13,14′′Σ = ， { }8 15,16′′Σ = 是 d 在Ω上的 8 个轨道。回忆到 1 2
a∆ = ∆ ，我们

有 ( )a
i jΣ = Σ ，( )a

i j′ ′Σ = Σ ， ( )a
i j′′ ′′Σ = Σ ，其中 1,2,3,4i = ， 5,6,7,8j = 。通过计算可知，a 的所有可能的情

况有 8 种，将其记为集合 M， 
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( )( )( )( )( )( )( )( ){
( )( )( )( )( )( )( )( )
( )( )( )( )( )( )( )( )
( )( )( )( )( )( )( )( )
( )( )( )( )( )( )( )( )
( )( )( )( )( )( )( )( )
( )

1 9 5 13 3 11 2 10 6 14 4 12 7 15 8 16 ,

1 10 5 14 3 12 2 11 6 15 4 13 7 16 8 9 ,

1 11 5 15 3 13 2 12 6 16 4 14 7 9 8 10 ,

1 12 5 16 3 14 2 13 6 9 4 15 7 10 8 11 ,

1 13 5 9 3 15 2 14 6 10 4 16 7 11 8 12 ,

1 14 5 10 3 16 2 9 6 13 4 11 7 12 8 15 ,

1 15 5 

M =

( )( )( )( )( )( )( )
( )( )( )( )( )( )( )( )}

11 3 9 2 16 6 12 4 10 7 13 8 14 ,

1 16 5 12 3 10 2 15 6 11 4 9 7 14 8 13

 

因为 H 在Ω上正则且 ( )2 Xx N P∈ ， 2 2,x xH P a= 在Ω也是正则的，由上面的叙述可知 2xa M∈ ,

从而 2xM M= 。不失一般性，设 ( )( )( )( )( )( )( )( )1 9 5 13 3 11 2 10 6 14 4 12 7 15 8 16a = ，将其余元素分别记

为 1 2 3 4 5 6 7, , , , , ,n n n n n n n 。因此 { }1 2 3 4 5 6 7, , , , , , ,M a n n n n n n n= 。然而，通过计算， 

( )( )1 4 4 2 2, , , : :n b c d Z Z Z Z≅ × ， 2 2 8, , ,n b c d Z D≅ × ， ( )( )3 4 4 2 2, , , : :n b c d Z Z Z Z≅ × ， 

5 2 8, , ,n b c d Z D≅ × ， 6 2 8, , ,n b c d Z D≅ × ， 7 2 8, , ,n b c d Z D≅ × ， 4 2 2 2 2, , , , , ,n b c d Z Z Z Z a b c d≅ × × × ≅ 。

所以只有 a 和 4n 满足条件。注意到 4n ab= ，则 2 2, ,x xH P a P a= = 或 , , , ,P ab a b c d= ，从而 H X ，

这矛盾于 H 在 X 中是无核的。即完成了定理 3.1 的证明。 
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