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摘  要 

本文首次将瞬时脉冲，非瞬时脉冲和Sturm-Liouville边界条件同时放在分数阶微分方程问题中研究，使

用变分法建立了问题的变分结构。此外，由于在同一数学模型中同时考虑瞬时脉冲、非瞬时脉冲和

Sturm-Liouville边界条件，我们克服了问题中弱解是经典解的困难。 
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Abstract 
The instantaneous impulsive, non-instantaneous impulsive and Sturm-Liouville boundary condi-
tion are studied in the fractional differential equation problem for the first time. The variational 
structure of problem is established by using the variational method. In addition, considering in-
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stantaneous impulses condition, non-instantaneous impulses condition and Sturm-Liouville boun-
dary condition in the same mathematical model, we overcome the difficulty that the weak solution is 
the classical solution of problem. 
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1. 引言 

本文运用变分法研究以下带有瞬时和非瞬时脉冲的分数阶微分方程边值问题的新的变分结构 
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其中
10 ,t t tD Dβ β− − 和

1s tD β− 是左 Riemann-Liouville 型分数阶积分，
1 1

,t t t sD Dβ β− − 和 t TD β− 是右 Riemann-Liouville
型分数阶积分，0 1β≤ < ， , 0a c > ， , 0b d ≥ ， ( ),I C R R∈ ， ( ]( )1 10, ,f C t R R∈ × 和 ( ]( )2 1, ,f C s T R R∈ × 。

如果 0β = ， 0b d= = ，问题(1.1)退化为以下标准的带有瞬时脉冲、非瞬时脉冲和 Dirichlet 边界条件的二

阶微分方程边值问题 
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在科学研究中，许多物理、化学和生物现象都可以用微分方程来描述，微分方程的研究备受关注，

特别是带有脉冲效应的微分方程。脉冲微分系统最突出的特点是它可以充分考虑突变对状态的影响，可

以更深刻地反映事物的变化规律。在现实生活中，受外界不确定性影响的许多现象会突然发生变化，根
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据变化的持续时间相对于整个过程的持续时间是短还是长，脉冲可分为瞬时脉冲和非瞬时脉冲[1]-[10]。
V’Milman 和 A’Myshkis [6]在 1960 年首次提出了瞬时脉冲，然而，在许多实际应用中，瞬时脉冲无法描

述所有现象。在 2013 年，Hernandez 和 O’Regan [2]第一次介绍了非瞬时脉冲，从那以后，非瞬时脉冲引

起了研究者的关注。 
另外，近年来分数阶微分方程在粘弹性、神经元和电化学等领域得到了广泛的应用，建议读者阅读

参考文献[11]-[16]。 
据我们所知，具有 Dirichlet 边界条件的整数阶脉冲微分方程边值问题的变分结构是近些年才得到的 

[5] [8]。然而，研究分数阶微分方程边值问题变分结构的文献很少，为了弥补这一空白，本文研究了同时

带有瞬时脉冲，非瞬时脉冲和 Sturm-Liouville 边界条件的分数阶微分方程边值问题，利用变分法首次建

立了问题(1.1)的变分结构，并且克服了问题(1.1)中弱解是经典解的困难。 
本文共分为四节：在第二节中，我们给出了分数阶微积分的一些基本定义和性质；在第三节中，我

们构造了问题(1.1)在 , 0b d > 情况下的新变分结构。此外，我们还证明了问题(1.1)中的弱解是经典解的结

论；在第四节中，我们讨论了 0bd = 的三种情况，并得到了其变分结构。 

2. 预备知识 

在本节中，我们将回顾分数微积分的一些基本定义和性质。有关分数阶微积分的更多内容请读者参

阅文献[11]-[16]。 
定义 2.1 (左、右 Riemann-Liouville 型分数阶积分[12] [13])。设 f 为 [ ],a b 上定义的函数和 0 1γ< < 。

a tD γ− 表示左 Riemann-Liouville 型分数阶积分，定义如下： 
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右 Riemann-Liouville 型分数阶积分用 t bD γ− 表示，定义如下： 
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其中 0Γ > 是经典伽马函数。 
定义2.2 (左、右Riemann-Liouville型分数阶微分[12] [13])。设 f为 [ ],a b 上定义的函数和 0 1γ< < 。a tDγ

表示左 Riemann-Liouville 型分数阶微分，定义如下： 
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同样地， t bDγ 表示右 Riemann-Liouville 分数阶微分，定义如下： 
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定义 2.3 (左、右 Caputo 型分数微分[12])。设 0 1γ< < 和 [ ]( ),f AC a b∈ ，其中 [ ]( ),AC a b 表示区间

[ ],a b 上绝对连续函数的空间。左 Caputo 型分数阶微分的定义如下： 
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右 Caputo 型分数阶微分的定义如下： 
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性质 2.1 ([12])左、右 Riemann-Liouville 型分数阶积分算子具有半群的性质，即， [ ]( ), ,f C a b R∈ 以

及 [ ],a b 上几乎处处满足 [ ]( )1 , ,f L a b R∈ 的函数，对于所有 [ ],t a b∈ ， 1 2, 0γ γ > ，有 
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性质 2.2 ([12] [13])我们有以下分数阶积分的性质 
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其中 [ ]( ), ,Pf L a b R∈ ， [ ]( ), ,qg L a b R∈ 以及 1p ≥ ， 1q ≥ ， 1 1 1p q γ+ ≤ + 或者 1p ≠ ， 1q ≠ ，

1 1 1p q γ+ = + 。 

3. 对于b d, 0> 的变分结构 

在本节中，我们构造了问题(1.1)的能量泛函，并证明了问题(1.1)中弱解是经典解的结论。 
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结合定义 2.3、性质 2.1 和性质 2.2，可以得到 
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同理，还可以得到 
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根据(3.3)~(3.6)式，得知(3.2)式成立。 
定义 3.2 若对于所有的 v X∈ ，u 满足 ( ) , 0u vϕ′ = ，则称函数 u X∈ 为问题(1.1)的弱解。 
定义 3.3 若函数 u 使得 ( ]
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脉冲，非瞬时脉冲和 Sturm-Liouville 边界条件，则称函数 u X∈ 为问题(1.1)的经典解。 
定理 3.1 如果 u X∈ 是问题(1)的弱解，那么u X∈ 是问题(1.1)的经典解。 
证明：如果 u 是问题(1.1)的弱解，则对于所有的 v X∈ 都有 ( ) , 0u vϕ′ = ，分三步完成证明。 
步骤 1. 证明 u 满足问题(1.1)中的分数阶微分方程。 
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利用 Dubois-Reymond 引理，对于所有 ( ) ( ]0 10,v t C t∞′ ∈ ，可得 
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t t

v t D u t D u t v t D u t D u t

v t D u t D u t

β β β β

β β β β

β β

− − − −

− − − −

− −

− −

   ′ ′ ′ ′= + + +   
   

   ′ ′ ′ ′= + + +   

 ′ ′= +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1

1

1 111

000

1 , d
2

1 1 , d
2 2

t t
t t

T T
s t t T s t t Tss

tD u t D u t v t t

v t D u t D u t D u t D u t v t t

β β

β β β β

−

+

− −

− − − −

′ ′ ′− +

 ′ ′ ′ ′ ′+ + − + 

∫

∫

 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

1

1 1
1

1 11
1

1 0 00
0

1

1 1 10 , d
2 2 2

1 1 1 , d ,
2 2 2

t
t t t tt t

t

T
s t t T s t t Tst T t s

t tv t D u v D u D u t D u t v t t

v T D u v s D u D u t D u t v t t

β β β β

β β β β

−

+

− − − −

=
=

− − − −

=
=

′ ′ ′ ′ ′= − − +

′ ′ ′ ′ ′+ − − +

∫

∫
       (3.9) 

将(3.9)代到(3.2)中，有 

( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1

1 1 11 1

1
1

1
0

1

0

1 1

1 1 10 , d 0
2 2 2

1 1 0 0 .
2 2

s
t t t s t tt t t

t
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t

TT t

D u D u v t v t D u v D u

a cv T D u v s D u u v u T v T I u t v t
b d

β β β β

β β

−

+

− − − −

=
=

− −

=
=

′ ′ ′ ′ ′= + + −

′ ′+ − + + +

∫
    (3.10) 

不失一般性，假设 ( ]0 1 1,v C t s∞∈ ， ( ]0 1 1,v C t s∞′∈ ，且对于 [ ] ( ]1 10, ,t t s T∈  ， 0v ≡ 。将 ( )v t 带入(3.10)，
可得 

( )1

1 11

1 , d 0.
2

s
t t t st

D u D u v tβ β− −′ ′ ′+ =∫  
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由 Dubois-Reymond 引理，可知对于 ( ]1 1,t t s∈ ， ( ) ( ) ( )
1 1

: t t t sg t D u t D u tβ β− −′ ′= + =常数，这意味着

( ) ( ) ( )1 1:g g t g t g s+ −= = = ，即， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ]
1 1 1 1

1 1
1 1, , .t t t s t t st tts t

D u t D u t D u D u g t t sβ β β β
− +

− − − −

= =
′ ′ ′ ′+ = = = ∈              (3.11) 

这表明问题(1.1)中的第四个等式成立。 
将(3.11)代入到(3.10)，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
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( ) ( ) ( )
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1 11 1
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t

t

gv t v t D u v D u v T D u

a cv s D u u v u T v T I u t v t
b d

g D u I u t v t g D u v s

aD u u v D
b

β β β

β

β β

β

−

+

− +

− − −

= =
=

−

=

− −

= =

− −

=

′ ′ ′ ′= + − +

′− + + +

   ′ ′= − + + + −     
 ′+ − + +  

∫

( ) ( ) ( ).
t T

cu u T v T
d

β

=

 ′ +  

        (3.12) 

不失一般性，假设 ( ) ( ) ( )1 0 0v s v v T= = = ，这意味着瞬时脉冲条件 

( ) ( ) ( )( )1
11

0 1
1 1
2 2t s t t tt t

D u D u I u tβ β
−+

− −

==
′ ′− =  

成立。另外，取 ( ) ( ) ( )1 0 0v t v v T= = = ，有 

( ) ( )1
11

.t t t T t st s
D u D uβ β

+−

− −

==
′ ′=  

因此非瞬时脉冲条件成立。 
步骤 3. 证明 u 满足问题(1.1)的 Sturm-Liouville 边界条件。 
利用(3.12)，假设 ( ) ( ) ( )1 1 0 0v t v s v= = = 或 ( ) ( ) ( )1 1 0v t v s v T= = = ，可得 

( ) ( )

( ) ( )

1

1

0

0 0,
2

+ 0.
2

t t
t

s t
t T

bau D u

dcu T D u

β

β

−

=

−

=

 ′− =

 ′ =


 

所以 u 满足问题(1.1)的 Sturm-Lionville 边界条件，证毕。 

4. 对于bd 0= 的变分结构 

情况 1. 如果 0, 0b d= > ，则问题(1.1)中的边界条件退化为 

( ) ( ) ( )1
0 0, 0.

2 s t
t T

du cu T D uβ−
=

′= − =                               (4.1) 

定义分数阶微分空间为 ( ){ }1 : 0 0X u X u= ∈ = 以及泛函 1 1: X Rϕ → 为 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
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1 00
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u D u D u t D u D u t D u D u t

c u T F t u t t F t u t t I s s
d

α α α α α αϕ = − − −

+ − − +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
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情况 2. 如果 0, 0b d> = ，则问题(1.1)中的边界条件退化为 

( ) ( ) ( )
1

0

0 0, 0.
2 t t

t

bau D u u Tβ−

=

′− = =                          (4.2) 

定义分数阶微分空间为 ( ){ }2 : 0X u X u T= ∈ = 以及泛函 2 2: X Rϕ → 为 

( ) ( ) ( ) ( )
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u D u D u t D u D u t D u D u t

a u F t u t t F t u t t I s s
b

α α α α α αϕ = − − −

+ − − +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

情况 3. 如果 0b d= = ，则问题(1.1)中的边界条件退化为 

( ) ( )0 0.u u T= =                                   (4.3) 

定义分数阶微分空间为 ( ) ( ){ }3 : 0 0X u X u u T= ∈ = = 以及泛函 3 3: X Rϕ → 为 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

1 1

1 1 1 11 1

1 1

1

3 00
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1 1 1, d , d , d
2 2 2

, d , d d .
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s

u D u D u t D u D u t D u D u t

F t u t t F t u t t I s s

α α α α α αϕ = − − −

− − +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

推论：当问题(1.1)的边界条件退化为(4.1)，(4.2)或者(4.3)时，显然，带有边界条件(4.1)，(4.2)或者(4.3)
的问题(1.1)中弱解是经典解的结论依然成立。 
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