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摘  要 

算数函数的均值问题一直是数论中比较重要的一类问题。本文主要在无平方因子多项式集上对除数和函

数的均值进行估计，得到其均值的一个渐进公式。 
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Abstract 
The problems about the average of arithmetic functions are always important problems in num-
ber theory. In this paper, we mainly estimate the average of divisor sum function in the set of 
square-free polynomials and then obtain an asymptotic formula about its average. 
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1. 引言 

算术函数的均值问题一直是数论中比较重要的问题，同时无平方因子数也是一类重要的研究对象。

在文献[1]中，给出了无平方因子数的个数的计算公式；在文献[2]中对整数中的无平方因子数的分布进行

了估计，本文将在函数域上估计除数和函数在无平方因子多项式集上的均值。 
设 q 为有限域，具有 q 个元素，其中 kq p= ，p 为一个素数，k ∈ 。我们以 [ ]: q T=  表示在 q 上

的一元多项式环。当 0 f≠ ∈时，我们定义多项式 f 的范数 ( )deg: ff q= 。当 0f = 时，令 0f = 。 
我们以表示由中所有首一多项式构成的集合，以n 表示由中所有 n 次首一多项式构成的集

合。除此之外，我们以 表示由中所有首一不可约多项式构成的集合。多项式环是唯一分解环，其

中的每一个元素 f 都有唯一分解： 1
1 1

re ef P Pα= � ，其中 qα ∈ ， iP ∈， ie ∈， 1, ,i r= � 。若 

1 1re e= = =� ，我们称 f 是无平方因子多项式。 
函数域 ( )q T 上的除数和函数形式为： ( ) |g ff gσ = ∑ ，其中 g 遍历 f 的首一因子。由文献[3]，命题

2.8 可知， ( )fσ 在n 上的均值为 

( )
1

2
1

1 .
1

n
n

f

qf q
q

σ
− −

−
∈

−
=

−∑
n

 

在这篇文章中，我们将除数和函数 ( )fσ 限制在由 n 次首一无平方因子多项式构成的集合上，然后

得到其均值的估计如下。 
定理 1.1 设 1n ≥ ，对任意的 0ε > 有 

( ) ( )( )3 22 .nn

f
f

f q O q ε
εσ +

∈
= +∑


无平方因子

n

 

其中，q 为有限域 q 的元素个数， 0ε > 为一常数。 
符号: 

q ，具有 q 个元素的有限域； 
[ ]: q T=  ，有限域上的一元多项式环； 

[ ]q T ，函数域； 

f ，多项式 f 的范数； 

( )fσ ，函数域上的除数和函数； 

( )fλ ，无平方因子多项式的特征函数； 

( )sζ ，一元多项式环上的 zeta 函数； 

( ) ( )( )H x O F x= ，指存在常数 K 满足 ( ) ( )H x K F x≤ ，若为Oε ，则表明常数 K 与 ε 有关； 
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s，若无特别指定，均指复数； 

( )Re s ，复数 s 的实部。 

2. 预备知识 

2.1. 多项式环 上的 zeta 函数 

根据文献[4]，多项式环上的 zeta 函数定义如下 

( ) ( )1: , Re 1.s
f

s s
f

ζ
∈

= >∑


 

在中，因为次数为𝑛𝑛的首一多项式的个数为 nq ，所以 

( )
( )

( )1
0 deg 0

1 1 .s n s
n f n n

s
qf

ζ
∞ ∞

−
= = =

= =∑ ∑ ∑  

于是我们有如下结果 

( ) ( )1

1 , Re 1.
1 ss s

q
ζ −= >

−                              (2.1) 

进一步令 su q−= ，对 ( )sζ 进行 Taylor 展开可得 

( )
0

.n n

n
s q uζ

∞

=

= ∑  

( )sζ 的 Euler 展开按如下形式给出 

( ) ( )
1

11 , Re 1.s
P

s s
P

ζ

−
 
 = − >
 
 

∏

                    
      (2.2) 

其中，P 遍历上所有首一不可约多项式。 

2.2. 所需引理 

对于多项式环中 n 次首一不可约多项式的个数，有如下结果。 
引理 2.1 ([3]，定理 2.2)设 na 为多项式环中 n 次首一不可约多项式的个数，则 

2
.

n
n

n
q qa O
n n

 
 = +  
 
 

 

设 

( ) ( )2 1 2 2

1 1 1 31 , Re .
2s s s

P
G s s

P P P− −

 
 = + − − >
 
 

∏  

其中，P 遍历多项式环上所有不可约多项式。对 ( )G s 我们有结果： 
引理 2.2 对任意的 0ε > ，当 ( )Re 3 2s ε≥ + 时，存在一个常数 ( )C ε 使得 

( ) ( ).G s C ε≤  

证 按首一不可约多项式 P 的次数，将 ( )G s 的各项进行分类可得 
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( )
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其中 na 为 n 次首一不可约多项式的个数。 
由三角不等式有 

( ) ( ) ( )2 1 2 2
1

1 1 11 .

na

ns n s n s
n

G s
q q q

∞

− −
=

 
 ≤ + + +
 
 

∏  

取 s 满足 ( )Re 3 2s ε≥ + ，此时可得 

( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 2 1 2
1

1 1 11 .
na

n n n
n

G s
q q qε ε ε

∞

+ + +
=

 
≤ + + +  
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因为 ( ) ( ) ( )1 2 3 2 2 2n n nq q qε ε ε+ + +≤ ≤ ，故有 

( ) ( )1 2
1

31 .
na

n
n

G s
q ε
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≤ +  
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由引理 2.1 可知，存在常数 c 使得 n
na cq n≤ ，于是 

( ) ( )1 2
1

31 .

ncq n

n
n

G s
q ε
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+
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≤ +  
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对 ( )( )1 21 3
ncq nnq ε++ 进行 Taylor 展开可得 

( ) ( )2 22 1 2
1 1

3 1 11 1 .n nn
n n

cG s O O
nq nqqε εε

∞ ∞

+
= =
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∏ ∏  

因为 

2 2 2
1 1

1 1 1 ,
1n n

n nnq q qε ε ε

∞ ∞

= =

≤ =
−∑ ∑  

所以级数 2
11

n
n nq ε∞

=∑ 是绝对收敛的，从而无穷乘积 ( )( )2
1 1 1 n

n O nq ε∞

=
+∏ 也是收敛的(参考文献[4]，

第二章，定理 1)。令 

( ) 2
1

11 .n
n

C O
nq εε

∞

=

  
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∏  

引理证毕。 
将无穷乘积 ( )G s 展开，然后将分母相同的项合并在一起，可得 

( ) ( ) ( ) 3, Re .
2s

f

h f
G s s

f∈

= >∑


 

其中，表达式 ( )h f 是与 f 有关的一个式子。此时 
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( )
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∞ ∞

= = = =
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其中 su q−= 。 
令 

( )
( )

deg
.n

f n
h h f

=

= ∑  

记 

( ) ( ) 3 2

0
, .n

n
n

G s G u h u u q
∞

−

=

= = <∑�                           (2.3) 

关于 nh 我们有如下结果： 
引理 2.3 符号 nh ， ( )C ε 同上， 

( ) ( )3 2 .n
nh C q εε +≤  

证 ( )G u� 是一个幂级数，根据 Laurent 定理(文献[5])，我们可以得到 

( )
1

1 d .
2n n

G u
h u

i u +Γ
=

π ∫
�
�  

其中，闭曲线 ( )3 2: u q ε− +Γ = 。对 nh 取绝对值，可以得到 

( )
( ) ( )3 2

1

1 d .
2

n
n n

G u
h s C q

u
εε +

+Γ
≤ =

π ∫
�

 

其中， ( ) ( )2 2d d d ds u x y= = + 。 
引理证毕。 
引理 2.4 符号 nh ，q 同上，有 

( )( )1 2
2

0
1 .

n
nk

k
k

h
O q

q
ε

ε
− +

=

= +∑         (2.4) 

证 注意到 0 1h = ，则 

2 2
0 1

1 .
n n

k k
k k

k k

h h
q q= =

= +∑ ∑  

由三角不等式可得 

2 2
1 1

.
n n

kk
k k

k k

hh
q q= =

≤∑ ∑  

根据引理 2.3， ( ) ( )3 2 k
kh C q εε +≤ ，于是 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2
2 1 2

1 1
1 .
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n n
k nk

k
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C q q

q q
ε ε
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−
= =

≤ = −
−∑ ∑  

因此可得 
( )( )1 2

2
0

1 .
n
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k

k

h
O q

q
ε

ε
− +

=

= +∑  

引理证毕。 
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3. 定理 1.1 的证明 

考虑 Dirichlet 级数如下 

( ) ( )
.s

f

f f

f

σ λ

∈
∑


 

一方面，令 su q−= ，则 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0
.n

s s
f n f n f

f f f f
u f f

f f

σ λ σ λ
σ λ

∞ ∞

∈ = ∈ = ∈

= =∑ ∑ ∑ ∑ ∑
  n n

             (3.1) 

另一方面，因为除数和函数 ( )fσ 与特征函数 ( )fλ 都是可乘函数，所以可通过 Euler 展开得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2

1

1

1 11 .

s s s
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s s
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f P P
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∑ ∏

∏
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

 

其中，P 遍历的所有首一不可约多项式。进一步计算 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

1 1

2 1 2 2

1 1 11 1 1
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s s s s
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由式(2.1)和式(2.3)可得 
( ) ( ) 2 2

0 0 0
.m m k n m

k ks
f m k n m k n

f f
q u h u u q h

f

σ λ ∞ ∞ ∞

∈ = = = + =

  
= =  
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∑ ∑ ∑ ∑ ∑


                 (3.2) 

比较式(3.1)与式(3.2)的系数可得 

( ) ( ) 2 2
2

0
.

n
m n k

k k
f m k n k

h
f f q h q

q
σ λ

∈ + = =

= =∑ ∑ ∑
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                        (3.3) 

根据引理 2.4 可得 

( ) ( ) ( ) ( )( )3 22 .nn

f f
f

f f f q O q ε
εσ σ λ +

∈ ∈

= = +∑ ∑
 

无平方因子
n n

                   (3.3) 

定理证毕。 
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