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摘  要 

本文运用Abel积分生成元的切比雪夫理论结合多项式符号计算技术，对(4, 3)型的Liénard系统对应的

Abel积分的零点个数上界进行研究分析。求出 ( ),I h δ 的零点个数的最小上界。讨论以下系统

( ) ( )  
 
 

2
2 3

0 1 2
1, 1
2

� �x y y x x x a a x a x x yε= = − − + + + +  Abel积分的零点个数问题。通过对其Abel积分

( ),I h δ 的深入研究，证明阿贝尔积分的生成元能否构成Chebeyshev系统，得出其零点个数的上界。 
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Abstract 
In this paper, we aim to use Chebyshev theory of Abel integral generator and polynomial symbolic 
computing technology to study and analyze the upper bound of the number of zeros of Abel 
integral corresponding to (4, 3) Liénard system. The minimum upper bound of the number of ze-
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ros for ( ),I h δ  is proved. The number of zeros of Abel integral of following Liénard system is 

considered ( ) ( )  
 
 

2
2 3

0 1 2
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2

� �x y y x x x a a x a x x yε= = − − + + + + . Through the in-depth study of 

Abel integral ( ),I h δ , it is proved that the generator of Abel integral can form Chebeyshev system, 
and a conclusion is shown. 
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1. 背景介绍 

法国数学家庞加莱发表的一系列论文将定性理论分析运用到微分方程的研究中，其结果在理论和实

际应用中都发挥了重要的作用。关于定性理论的分析改变了人们以往的固有思维，为解决较难的数学问

题提供了很好的思路。对于一些微分方程，求出特定解的意义不大，关键在于研究解的性质。毫无疑问，

庞加莱的这一理论的提出实现了由定量到定性方向的转变。因此，可以说法国数学家庞加莱的成果为常

微分方程定性理论的发展奠定了基础。它的基本思想是在不求出具体的微分方程解的条件下，研究该方

程解的相关性质。 
从上世纪开始，随着结构稳定性系统研究的逐渐快速发展，对分支理论的研究也受到越来越大的关

注。分支理论悠久的历史背景和广泛的应用，推动了现代数学理论的发展。由微分方程定义的动力学系

统分支种类有很多种。分支现象在自然界中也随处可见，因此在关于自然现象而建立的数学模型中可以

找到许多的分支理论。由此可知，对分支理论的研究极具现实意义。重要的 Hilbert 第 16 问题是由希尔

伯特提出的[1]，与 Poincare 分支有着密切的联系。许多数学家对这一问题进行了大量的研究。但是到目

前为止，第 16 问题还没有得到彻底解决。该问题一方面是寻求“平面向量场的极限环个数的最小上界

( )H n 并且找到极限环在什么位置上可能出现”。这是动力系统及其相关的常微分方程所研究的内容，

其中 ( ),nP x y ， ( ),nQ x y 是关于 x 和 y 的次数为 n 的实数型多项式。 

( )

( )

d ,
d
d ,
d

n

n

x P x y
t
y Q x y
t

 =

 =


 

系统的最大极限环的个数 ( )H n 是一个与 n 相关的数，这是著名的 Hilbert 的猜想。到目前为止研究

结果只发现，对于一个具体的系统，给出任意参数后，当 ( ),nP x y ， ( ),nQ x y 解析时，在 2n ≥ 的情况下

确实存在极限环的最大个数 ( )H n ，这一问题己经在 1991 年和 1992 年分别得到研究结果。但是对上述

的所有 n 次系统的极限环的个数的有界性的问题的研究，在 n = 2 时的研究工作仍没有完全解决。由此，

在 1977 年 V. I. Arnold 提出了新的解决这个问题的方法，那就是称作弱化的 Hilbert-Arnold 问题，也叫做

弱化的第十六问题，即考虑如下的近哈密顿系统： 

( ) ( ), , ,y xx H x y y H x y= = −� �  
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然而解决弱化的Hilbert-Arnold问题也是很困难的，并且可知研究弱化的第十六问题与估计Abel积分的零

点个数密切相关。关于微小扰动下的哈密顿系统的极限环分支问题受到广泛关注。通过以上叙述可知一

阶Melnikov函数对解决极限环的分支问题起着重要的作用。对于具有同宿环的系统来说研究极限环分支

给出的多项式系统的展开式极为重要。借助于Melnikov函数展开式解决了很多系统的极限环分支问题，

甚至说给出了哈密顿系统弱化的第十六问题的答案。研究Hilbert第 16 问题困难非常大，因而转向研究弱

Hilbert第 16 问题。并且，估计Abel积分的零点个数是研究弱Hilbert第 16 问题的重要内容之一。将弱化的

第十六问题转化为估计Abel积分的零点个数的问题，实现了问题的简化。因此，上述Abel积分的零点个

数与极限环个数有着密切的关系。 
本文对于具有普遍研究意义的n次扰动，研究Abel积分零点个数上界的这一内容仍存在许多尚未解

决的问题。主要考虑含有扰动项的Liénard系统的阿贝尔积分，通过阿贝尔积分求系统的零点个数的最

小上界。找到Liénard系统的阿贝尔积分零点个数上界，并证明阿贝尔积分的生成元能否构成Chebeyshev
系统。利用I(h)的展开式和在Maensas和Villadelprat中开发的代数准则[2]，得出的结论是I(h)的零点个数

的上限为 3。 

2. 预备知识 

定理 1 [3] 假设 ( ) ( ) ( )0 1 1, , , nf x f x f x−� 是定义在开区间J上的解析函数，有以下定义： 
1) 若任意的线性组合 ( ) ( ) ( )0 0 1 1 1 1n nf x f x xk k fk − −+ + +� 在 J上最多具有 1n − 个孤立零点，则

( ) ( ) ( ){ }0 1 1, , , nf x f x f x−� 称为Chebyshev系统(简称T系统)。 
2) 若任意线性组合 ( ) ( ) ( )0 0 1 1 1 1n nf x f x xk k fk − −+ + +� ，对于 1,2, ,i n= � 最多具有 1i − 个零点(考虑重

数)，则 ( ) ( ) ( ){ }0 1 1, , , nf x f x f x−� 称为扩充完全Chebyshev系统(简称ECT系统)。 
3) 记 ( ) ( ) ( )0 1 1, , , kW f x f x f x−  � 为如下行列式： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 1 1

0 1 1
0 1 1 0 1

( 1) ( 1) ( 1)
0 1 1

, , , det

n

nj
k i ij i

n n n
n

f x f x f
f x f x f x

W f x f x f x f

f x f x f x

−

−
− ≤ ≤ −

− − −
−

′ ′ ′
= =  

�
�

�
� � � �

�

 

这称为有序函数列 ( ) ( ) ( ){ }0 1 1, , , nf x f x f x−� 的Wronski行列式。其中 ( )f x′ 是 ( )f x 一阶导数， j
if 是 ( )f x  

j 阶导数， 2i ≥ 。 
引理 1 [3] 在 ( ),l rx x 上，假设解析函数 j

if 满足 ( ) ( ) 2 1d ,  0,1, 2, , 1
h

s
i iI h f x y x i n−

Γ
= = −∫ ��  

其中 ( )1 2,h h h∈ ， s N∈ ， hΓ 是含于曲线族 ( ) 21
2

mA x y h + = 
 

的围绕原点的闭代数曲线。假设： 

( ) ( )
( )

( )( )
( )

: ii
i

f z xf x
l x

A x A x
= −

′ ′
 

如果满足以下假设： 
1) 当 0,1, , 2i n= −� 时， [ ]0 1, , , iW ll l� 在 ( ),l rx x 上存在， 
2) [ ]0 1, , , iW ll l� 在 ( ),l rx x 上有零点，用多重数计数， 
3) 2s n k> + − ， 

那么对于任意的非平凡线性组合{ }1 2 1, , , nI I I −� ，在 ( )1 2,h h 最多有 1n k+ − 上有零点，用多重数计数。同

时，当 [ ]0 1, , , iW ll l� 是 { }0 1 1, , , nll l −� 的Wronskian行列式时， { }1 2 1, , , nI I I −� 被称为具有精确度为k的在

( )1 2,h h 上的T系统。 
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引理 2 假定 hΓ 是沿着 ( ) 21
2

mA x y h + = 
 

的一条闭轨线， ( )F x 是满足
( )
( )

F x
A x′

在 0x = 处解析的一元

函数。当 ( ) ( )
( ) ( )1 F x

G x x
k A x

′ 
=   ′ 

时，以下等式成立， 

( ) ( )2d d ,  
h h

k kF x y x G x y x k N−

Γ Γ
= ∀ ∈∫ ∫� � . 

引理 3 当 ( ) ( ) ( ) ( )i
i i i if x x G x E x D x= + + + 时 

( ) ( ) ( )3 78 d
h

i i ih I h f x y x I h
Γ

= ≡∫ ��  

则 ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 1 2 3, , ,I h I h I h I h 是一个 ECT 系统，并且当且仅当 ( ) ( ) ( ){ }0 1 3, ,I h I h I h� � � 也是一个 ECT 系统。 
引理 4 当 ( )0,1x∈ 时，函数元组 ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 1 3 4, , ,x l x l x ll x 是一个 ECT 系统。 

3. 证明过程 

接下来，我们研究以下Liénard系统相对应的Abel积分 

( ) ( )
2

2 3
0 1 2

1 0 1.,  1 ,  
2

x y y x x x a a x a x x yε ε = = − − + + + + 
 

< �� �  

1977 年，阿诺德(Arnold)提出弱化的希尔伯特(Hilbert)的第十六问题，目的是研究阿贝尔积分的零点

数目 
( ), d d ,

h
I h q x p y h Jδ

Γ
= − ∈∫�                               (1) 

平面系统的形式为： 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,y xx H x y p x y y H x y q x yε ε= + = − +� �                     (2) 

其中 ( ),p x y ， ( ),q x y 和 ( ),H x y 是C∞ 函数，且 0ε > 是一个非常小的参数。因此，(2)被称为带扰动项的

哈密顿系统。 
相应的无扰哈密顿系统： 

( ) ( ), , , ,y xx H x y y H x y= = −� �                               (3) 

近几十年来，许多研究人员专注于类型为(m, n)的Liénard系统 

( ) ( ), ,x y y f x y g xε= = +� �                                (4) 

其中 ( )f x 和 ( )g x 是n和m阶的可微函数，特别重要的是(m, m − 1)的类型(见[4] [5] [6] [7])研究了(3, 2)型五

个系统的阿贝尔积分，得到了不同的最小上界。对于(4, 3)型，[8] [9]证明了阿贝尔积分零点的上界和下

界分别为 4 和 3。在本文中，研究了以下类型为(4, 3)的Liénard系统 ̇： 

( ) ( )
2

2 3
0 1 2,  1 .1

2
x y y x x x a a x a x x yε = = − − + + + + 

 
� �                       (5) 

其中 0 1ε< � ， 0 1 2, ,α α α 是常系数。(5)为具有超椭圆哈密顿函数，对于系统(5)一些相关的定义和结果在[10] 
[11]中可以找到。 

哈密顿量为： 

( ) ( )2 5 4 3 2 21 1 1 5 1 1,
2 5 2 1

,
2 8 2

H x y y x x x x A xy= − + − ++ =                     (6) 
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哈密顿量对应的闭轨如图 1 所示。 ( ) ( )21,
2

AH x y y x= + 为(6)的解析函数。考虑在平面上的如上形式的

Hamilton函数：环绕中心O (0, 0)有一族顺时针方向的闭轨， 

{ } ( ) ( ){ }0 1, , ,  h x y H x y h h h hΓ ⊂ = < <  

形成未扰系统的周期环域。设区间 ( ),1rx 是周期轨族在 x 轴上的投影。根据假设可知， ( ) { },  00 \rx x∈ ，

( ) 0xA x′ > ，因此，A(x)定义了满足 ( )= (z( ))A x A x 的一个对合 ( )z x 。 

hΓ 上的Melnikov函数为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3
0 1 2 0 0 1 1 2 2 3, d .

h
I h a a x a x x x a I h a I h a I h I hδ

Γ
= + + + ≡ + + +∫�         (7) 

本文主要讨论当 ( )1,0h h∈ ， ( )0 1 2, , 1,αδ α α= 和 ( ) d
h

iI h x y x
Γ

= ∫� ，i = 0, 1, 2, 3 的零点个数的上界，即

目的是给出扰动系统在整个平面上零点个数的完整描述。 
 

 
Figure 1. The portrait of system (5) when ε = 0.  
图 1. 系统(5)当ε = 0 时的相图分支 
 

根据引理 1 可知，引理一的第三个条件总是不满足，所以通常运用另一个引理。 
本文根据引理 2； 

将I(h)乘以
( ) 22

1
2

A x y
h
+

= 可以得到： 

( ) ( )( ) ( )( )2 31 12 d 2 d d ,
2 2h h h

i iI h A x y x y x A x y x x y x
h hΓ Γ Γ

= + = +∫ ∫ ∫� � �            (8) 

设k = 3 并且 ( ) ( )2 iF x x A x= 运用引理 2 得到： 

( ) ( ) 32 d d ,
h h

i
ix A x y x G x y x

Γ Γ
=∫ ∫� �                         (9) 

其中 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

5 4 5 3 4 2 3 2

3 2

21
3

48 192 48 304 168 240 236 95 170 15 70 15

45 1 2 1

i

i

i

x A x
G x x

A x

ix ix x ix x ix x ix x i x x

x x

′ 
=   

 

− + + − − + + − − + −
=

− + −
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将(9)带入到(8)中再乘以
( ) 22

1
2

A x y
h
+

= ， 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

3 2 5
2

3 5
2 2

1 1d 2 d
2 4
1 12 d d .

4 4

h h

h h

i i
i i i

i i
i i

J h G x x y x A x y G x x y
h h

A x x G x y x x G x y x
h h

φ
Γ Γ

Γ Γ

= + = + +

= + + +

∫ ∫

∫ ∫

� �

� �
         (10) 

应用引理 2，取k = 5 并且 ( ) ( ) ( )( )2 i
iF x A x x G x= + ，可以得到 

( ) ( )( ) ( )3 52 d = d .
h h

i
i iA x x G x y x E x y x

Γ Γ
+∫ ∫� �                    (11) 

其中 ( )
( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )

( )6 4

21 1
33 15 75 2 1

i
i i

i i

A x x G x
E x x x r x

A x x x

′ +
 = =
  − + − 

 

( ) 2 10 2 2 9 10 2 2 3

4 2 5 7 8 2 5 6 7

2 4 5 3

8

6 4

9

2

2304 163008 19584 139776 541920

137088 193696 1060176 428832 183840 1353896 790848

1211

18432 6

20 1182420 955848 54720 7180

6408

10 7962

ir x i x i x i x ix x i x ix

x i x ix x i x ix x
i x ix x i x ix

= − + − +

− + − +

− +

− + −

+ − + − + − 5 2 2

3 4 2 2 3 2 2

00 16225

301035 467270 2850 84050 193220 225  14250 54825
1125 9900 900.

x i x
ix x i x ix x i ix x

i x

+

− + − + − + − +
+ − +

 

将(11)带入到(10)中再乘以
( ) 22

1
2

A x y
h
+

= ，可以得到： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

5 2 5
2 3

5 7
3 3

1 1d 2 d
4 8
1 12 d d .

8 8

h h

h h

i i
i i i i i

i i
i i i i

J h E x G x x y x A x y E x G x x y
h h

A x E x G x x y x E x G x x y x
h h

Γ Γ

Γ Γ

= + + = + + +

= + + + + +

∫ ∫

∫ ∫

� �

� �
     (12) 

再一次引用引理 2，得 
( ) ( ) ( )( ) ( )5 72 d d .

h h

i
i i iA x E x G x x y x D x y x

Γ Γ
+ + =∫ ∫� �                    (13) 

当 ( )
( ) ( ) ( )(

( ) ( )
( ) ( )

( )9 6

21 1
7 354375 1 2 1

i
i i i

i i

A x x G x E x
D x x x g x

A x x x

′ + +
 = =
  − + − 

，其中 

( ) 3 15 3 14 2 15 3 13 2 14 15

3 12 2 13 14 15 11

2 12 13 14

110592 1327104 4478976 7409664 51342336 57701376

25546752 273341952 632530944 234772992 60855552

896894208 3214916352 2465116416 10614

ig x i x i x i x i x i x ix

i x i x ix x ix
i x ix x

= − + + − +

− + − + +

− + − − 3 10 2 11

12 13 3 9 2 10 11

2976 2029183488

10052225280 11981620224 140091904 3354500736 21630292992

i x i x
ix x i x i x ix

+

− + + − +

 

12 3 8 2 9 10 11

3 7 2 8 9 10 3 6

2 7 8 9

35763372288 142525440 4187744064 33942149568 73328718528

112724880 4022191200 40144961792 109441242720 69325920

2998330200 36465079440 122889085920 328872

x i x i x ix x
i x i x ix x i x
i x ix x

− − + − +

+ − + − −

+ − + + 3 5 2 6

7 8 3 4 2 5 6

00 1735866300

25667156060 105792127920 11818800 774744750 14013994940

i x i x
ix x i x i x ix

−

+ − − + −

 

7 3 3 2 4 5 6

3 2 2 3 4 5 3 2 2

3 4 3 2 2

70464218410 3114575 262037325 5894048125 36356166065

568125 65093175 1878268450 14433723450 64125 11228625

439913425 4338507050 3375 1204875 71683875 9

x i x i x ix x
i x i x ix x i x i x

ix x i i x ix

+ + − + −

− + − + + −

+ − − + − + 3

2 2

58177950

60750 7293375 147305250 351000 14168250 648000.

x
i ix x i x− + − − + −
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根据以上计算，很容易得到以下结果。 

运用引理 3 取 ( ) ( )
( ) ( )

( )( )
( )

: ii
i

f z xf x
l x x

A x A x
 

= −  ′ ′ 
 (参见[9]) ( )A x 在 ( )1,rx 上定义了一个解析对合， ( )z x

满足 ( ) ( )( )A x A xz= 和 ( ) ( )1rA x A= 。由 ( ) ( )( )A x A xz= 得 ( ) ( )1 ,
120

x z q x z− − ，其中 

( ) 4 3 2 2 3 4 3 2 2 3 2 2, 24 24 24 24 24 60 60 60 60 50 50 50 15 15q x z x x z x z xz z x x z xz z x xz z x z= + + + + − − − − + + + − − 。 

事实上， ( ), 0q x z = 是定义解析对合 ( )z x 的因式。 

所以，当
( ) ( ), ,d

d
q x z q x zz

x zx
∂ ∂

= −
∂ ∂

 

( ) ( ) ( )( )d d d d ,
d d d d

i i
i

f f zl x x z x
x x A x A x

    = −     ′ ′    
                     (14) 

假定 ( ) ( ) ( )0,1 ,  ,0rx z x x∈ ∈ ，换句话说，其中 0.1924057816rx ≈ − ， 

0 1.rx z x< < < <                                  (15) 

根据斯图姆定理和相关分析技巧，运用 Maple 19 计算函数的 4 个 Wronski 行列式可得： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
1 1 8 5 8 5

3
2

1 2 9 16 9 16

6
3

1 2 0 12 22 22 123 3

1 2 3

3

0

4 ,
( ) ,

3375 1 2 1 1 2 1

64 ,
, ,

1 1 2 1 1 2 ,

512 ,
, , ,

1 1 2 1 2 1 ,

, , ,

11390625

38443359375

x z w x z
W l x l x

x x z z

x z w x z
W l x l x

z z x x p x z

x z w x z
W l x l x l x

x x x z z z p x z

W l x l x l x l x

−
= =   − + − − + −

−
=   − − + − − +

−
= −   − − + − + −


( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

10
4

15 30 30 154 4 6

4096 ,
.

43248779296875 1 1 2 1 2 1 ,

x z w x z

x x x z z z p x z

−
=  − − + − + −

 

其中 ( ) 3 2 2 3 2 2, 24 48 72 96 60 120 180 50 100 15p x z x zx z x z x zx z x z= + + + − − − + + − ， 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4, , , , , , ,w x z w x z w x z w x z 是次数分别为 22、44、64 和 90 的多项式。 
计算 ( ),p x z 和 ( ),q x z 关于z的结式得： 

( ) 12 11 10 9

8 7 6 5 4

3 2

, , 573308928000 3439853568000 87907368960000 12421693440000

10439000064000 5064228864000 1076281344000 163233792000 135336960000

14542848000 4700160000 691200000 10368000

R q p z x x x x

x x x x x
x x x

= − + −

+ − + + −

+ + − − 0.
 

由Sturm定理得，在(0, 1)上 ( ), , 0R p q z ≠ ，即 ( ),q x z 和 ( ),p x z 没有满足条件的公共根，所以，

( ) ( ), 0,  1,rp x z x x≠ ∈ 。因此，研究 4 个Wronski 行列式是否有零点转化为研究每个 ( ),iw x z  ( 1, 2,3, 4i = ) 
是否有零点。因为z满足 ( ), 0q x z = ，所以研究 ( ),iw x z 和 ( ),q x z 是否有满足条件(15)的公共根即可。 

1) 计算 ( ),q x z 和 ( )1 ,w x z 关于 z 的结式得： 

( ) ( ) ( ) ( )4
1

14
1, , 1099511627776 1 1 2R q w z x x xϕ= − − + ，其中 ( )1 xϕ 为关于 x 的 70 次多项式。由 Sturm

定理，当 ( )0,1x∈ 时， ( )1 0xϕ ≠ 因此 ( )1 ,w x z 和 ( ),q x z 没有满足条件(15)的公共根。得出结论：在(0, 1)
上， ( )1 , 0W x z ≠ 。 

2) 类似地，检查 ( ),q x z 和 ( )2 ,w x z 之间是否存在公共根，用 ( )2 ,w x z 代替程序中的 ( )1 ,w x z ，得到
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( ) ( ) ( ) ( )6
2

28
2, , 3518437208883200 1 1 2R q w z x x xϕ= − − + ，其中 ( )2 xϕ 为关于x的 142 次多项式。将Sturm定

理应用于 ( )2 xϕ ，有两个点，用 1x 和 2x 表示，使得 ( )2 0 xϕ = ， 1 20.3194871852,  0.8780598147x x≈ ≈ 。因

此，将检查 ( ),q x z 和 ( )2 ,w x z 在(0, 1)上是否有公共根，使用带有Maple 19 的程序来查找所有可能的区间。 
> with(RegularChains);  
> with(ChainTools);  
> with(SemiAlgebraicSetTools);  
> sys := [w2(x,z), q(x,z)];  
> R2 := PolynomialRing([x,z]);  
> dec := Triangularize(sys, R2);  
[regular chain]  
> L := map(Equations, dec, R2); 
得到正则链如下： 

[ ] [ ] ( ) ( )3 42 1,2 1 , 1, 1 , , ,x z x z x z zϕ ϕ − − − −      

其中 ( ) ( ) ( )3 31 32,x z z x zϕ ϕ ϕ= + ， ( )31 z xϕ ， ( )32 zϕ 和 ( )4 zϕ 是 117、116 和 142 次的多项式.前两条正则链

之间没有公共根满足(15)。实根隔离第三条正则链得到 ( ),q x z 和 ( )2 ,w x z 的所有公共根可能存在的 8 个区

间对： 

147953 73977 23003894633164393 2875486829145549, ,  , ,
131072 65536 144115188075855872 18014398509481984

x z    = = − −        
 

115089 57545 3181281276395 12725125105579, ,  , ,
131072 65536 1759218644416 70368744177664

x z    = = −        
 

41875 10469, ,
131072 32768
27313710324978218727081661251716190518835493283418984010717824408507818285254767

27371421987580235682274733772977928352834969285952318751528091320482060895025888928

x

z

  =   
= ,

17071073145311138670442603828232261907427218330213686500669864025531738642828423       ,
14821387422376473014270860811112052205218558037201992197050570753012880593911808





 

10461 20921, ,
65536 131072

17964076768096284321771248998958445677497741050123422581583682197739874395984749117530235
1591434356511317254897223194069826688321459682551512695809484726058110390

x

z

  = − −   

= ,
4401068017057792

143712614144770274574169991991667565419981928400987380652669457581918995167877992940241881      
127314748520905380391777855525586135065716774604121015664758778084648831235208544136




,
462336




 

56447 451579, ,
65536 524288

63300383292229564562517090328922307792455814963777798670531323163388007775889 ,
57896044618658097711785492504343953926634992332820282019728792003956564819968

     

x

z

  =   
= 
31650191646114782281258545164461153896227907481888899335265661581694003887945 ,
28948022309329048855892746252171976963317496166410141009864396001978282409984
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23703 11851, ,
131072 65536

325351617328729556618428350174928032828431538540974018963326935493166395828803 ,
3705346855594118253554271520278013051304639509300498049262642688253220148477952

 

x

z

  = − −   
= 
13014064693149182264737134006998112131313726154163896075853307741972665583315213     ,
14821387422376473014217086081112052205218558037207992197050570753012880593911808




 

71653 143307, ,
65536 131072

12174518124912944273199013256495173628060618648103873508325294960539283985 ,
14134776518227074636666380005943348126619871175004951664972849610340958208
24349      

x

z

  =   
= 

036249825888546398026512990347256121237296027747016650589921078567971 ,
28269553036454149273332760011886696253239742350009903329945699220681916416




 

75483 150967 3478907379019106586553154394578987, , ,
65536 131072 10889035741470030830827987437816582766592

13915629516076426342612639720617578315                                              

x z   = =     
949 ,

43556142965880123323311949751266331066331066368



 

上述 8 个区间对是 ( ),q x z 和 ( )2 ,w x z 在整个x-z平面上所有公共根存在的区间。这意味着没有一对满足条

件(15)。可以说， ( )2 , 0w x z ≠ 在 0 1x< < ，因此，可以得到结论： ( ) ( )1 2, 0W l x l x ≠   。 
3) 接下来，要检查 ( ),q x z 和 ( )3 ,w x z 之间是否存在公共根，我们用 ( )3 ,w x z 代替程序中的 ( )1 ,w x z ，

我们得到： 

( ) ( ) ( ) ( )6
5

38
3, 65841835161401738294227131414080654928331879219200000 1 2 ,, 1R q w z x x xϕ= − − +  

其中 ( )5 xϕ 是关于x的 216 次多项式。将Sturm定理应用于 ( )5 xϕ ，有七个点，用 3 9x x− 表示，

3 0.2421563190x ≈ ， 4 0.4217002738x ≈ ， 5 0.4313884030x ≈ ， 6 0.5575306479x ≈ ， 7 0.5618904338x ≈ ，

8 0.7201791914x ≈ ， 4 0.4217002738x ≈ ，使得 ( )5 0xϕ = 。 
因此，我们将使用 Maple 19 程序查找所有可能的间隔，以检查 ( ),q x z 和 ( )3 ,w x z 是否在(0, 1)上有任

何公共根。 
> with(RegularChains);  
> with(ChainTools);  
> with(SemiAlgebraicSetTools);  
> sys := [w3(x,z), q(x,z)];  
> R2 := PolyomialRing([x,z]);  
> dec := Triangularize(sys, R2);  
[regular chain]  
> L := map(Equations, dec, R2);  
得到正则链如下； 

[ ] [ ] ( ) ( )6 72 1,2 1 , 1, 1 , , ,x z x z x z zϕ ϕ − − − −      

其中 ( ) ( ) ( )6 61 62,x z z x zϕ ϕ ϕ= + ， ( )61 z xϕ ， ( )62 zϕ ， ( )7 zϕ 分别是次数为 174、174 和 216 的多项式。显

然，前两条正则链之间没有公共根满足(15)。实根隔离第三条正则链得到 ( )3 ,w x z 和 ( ),q x z 的所有公共根
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可能存在的 18 个区间对(为节省版面，此处不列出)。我们发现所有区间对都不满足(15)的条件，这意味

着 ( )3 ,w x z 和 ( ),q x z 之间没有公共根，可以说 ( )3 , 0w x z ≠ 在 0 1x< < ，因此， ( ) ( ) ( )1 2 0, , 0W l x l x l x ≠    
4) 类似地，我们使用相同的程序来查找所有可能存在公共根的区间，这些区间可能存在 ( )4 ,w x z 和

( ),q x z 的公共根，然后得到以下正则链： 

[ ] [ ] ( ) ( )8 92 1,2 1 , 1, 1 , , ,x z x z x z zϕ ϕ − − − −      

其中 ( ) ( ) ( )81 828 ,x z z x zϕ ϕ ϕ= + ， ( )81 zϕ 和 82 ( )zϕ 和 ( )82 zϕ 分别是阶数为 242、242 和 302 的多项式。 
将Sturm定理应用于 ( )9 zϕ ，有两个点，用 10 15x x− 表示， 10 0.4475787648x ≈ ， 11 0.4568660716x ≈ ，

12 0.5395665594x ≈ ， 13 0.5412805847x ≈ ， 14 0.9161509086x ≈ ， 15 0.9498338289x ≈ ，使得 ( )9 0zϕ = 。很

明显，前两条正则链之间没有公共的根(15)。实根隔离第三条正则链得到 ( )4 ,w x z 和 ( ),q x z 的所有公共根

存在的 12 个区间对。 
发现所有区间对都不满足(15)的条件，可以说 ( )4 , 0w x z ≠ 在 0 1x< < ，因此， 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 0 3, , , 0W l x l x l x l x ≠   . 

综上所述，根据定理 1 和引理 4 得到以下命题： 
命题 3.1 ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 1 2 3, , ,I h I h I h I h� � � � 是 ( )0, sh 上的一个扩充完全 Chebyshev 系统， 

( ) ( ) ( ) ( ){ }0 1 2 3, , ,I h I h I h I h 也是。因此， ( )0, sh h∈ 上的 ( ),I h δ 最多有 3 个零点。 
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