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摘  要 

本文研究了改进集下的双层向量均衡问题解的存在性。结合拓扑空间知识，运用改进集的有关结论，在

向量Tikhonov-type正则化过程下得到了基于改进集的双层向量均衡问题解的存在性。 
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Abstract 
In this paper, the existence of solution for bilevel vector equilibrium problem is studies under im-
provement sets. Combining the knowledge of topological space and using the relevant conclusions 
of the improvement set, the existence of the solution of the bilevel vector equilibrium problem 
based on the improvement set is obtained under the vector Tikhonov-type regularization process. 
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1. 引言 

在本文中，除非特别说明，始终假设 , ,X Y Z 是三个实的Hausdorff拓扑线性空间，并用 ( )int K 和 ( )cl K
分别表示一个集合 K 的内部和闭包。再设 A 是 X 中的一个非空闭凸子集，C 是 Z 中的闭凸点锥且内部非

空，即 ( )int C ≠ ∅。 
近年来，Chicco [1]等在文献中引入了改进集的概念。给定集合 E Z⊆ ，记 ( )_ :u comper E E C= + ，

并称之为 E 的上方集。如果有 _u comper E= ，那么称 E 是 Z 中的上全集。进一步，若上全集 E 满足 0 E∉ ， 

则称 E 是一个改进集。 
接下来考虑下述的双层向量均衡问题：分别求 wx S∈ ，使得 

(BWVEP) ( ) ( ) , ;, wg y int E Sx y∉− ∀ ∈  

其中 wS 分别是下面向量均衡问题的解集：求 z A∈ 使得 

(WVEP) ( ) ( ), , .f z z int E z A∉− ∀ ∈  

当 Z R= ， [ )0,C = +∞ ， ( )0,E = +∞ ，(BWVEP)均退化为双层向量均衡问题： 

求 x S∈ ，使得 

( ), 0,g x y y S> ∀ ∈  

其中 ( ){ }: , 0,S z K f z z z K= ∈ > ∀ ∈ 。 

众所周知，经典的数值优化由于目标单一，其最优解通常也是唯一的。与此不同，向量优化问题由

于其目标是(有限或无限)多个的，导致其解具有多样性。目前，不同的学者从不同的实际应用角度出发，

针对向量优化问题，提出了多种解的概念，如：有效解、弱有效解、Benson 真有效解、Hening 真有效解、

全局有效解等。然而最近，Chicco [1]在有限维空间中用一个新的集合来代替由像空间中诱导出偏序的锥，

称之为改进集。它可以将向量优化中的多种有效解概念统一起来，这为处理向量优化问题提供了统一而

又简洁的框架。 
向量均衡问题(BVEP)涵盖了优化问题、分层最小化问题、数学规划等实际问题作为特例，并广泛地

应用于现实生产和生活中，如运输中的网点设施选址问题，管理中公司部门协调、电力分配、信贷分配

以及最优设计问题等。目前，关于双层均衡问题的研究已经在解集的性状、最优性条件、对偶理论、适

定性与稳定性等方面已经取得了可喜的成绩[2]-[9]。 
受以上工作的启发，本文将结合改进集来研究双层弱向量均衡问题解的存在性。这在一定程度上推

广和发展了已有文献的结论。全文分为四小节，在第 2 小节给出文中要用到的一些概念和已知结论；第

3 小节考虑了基于改进集的双层向量均衡问题，并得出了其解集的存在性结果；第 4 小节总结了本文的

研究工作以及所获得的结论。 
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2. 预备知识 

定义 1 [10]设 ,X Y 是两个拓扑空间，称集值映射 : 2YF X → 。 
1) 在 0x X∈ 点是上半连续的(简写为 u.s.c.)，如果对包含 ( )0F x 的每一开集 V，都存在包含 0x 的开集

U，使得 x U∀ ∈ ，都有 ( )F x V⊆ ； 

2) 在 0x X∈ 点是下半连续的(简写为 l.s.c.)，如果对每一开集 V 且 ( )0F x V ≠ ∅∩ ，都存在包含 0x 的

开集 U，使得 x U∀ ∈ ，都有 ( )F x V ≠ ∅∩ ； 

3) 在 0x X∈ 点是闭的，如果对任意的网 

( ){ } ( ) ( ) ( ){ }, : , : ,x y graph F x y x X y F xα α ⊆ = ∈ ∈  

且 ( ) ( )0 0, ,x y x yα α → ，则有 ( ) ( )0 0,x y graph F∈ 或 ( )0 0y F x∈ ； 

1) 在 X 上是 u.s.c.的(相应地，l.s.c.)，如果 F 在 X 上的每一点都是 u.s.c.的(相应地，l.s.c.)； 
2) 在 X 上是连续的，如果 F 在 X 上既是 u.s.c.又是 l.s.c.的； 
引理 1 [10]设 ,X Y 是两个拓扑空间， : 2YF X → 是一集值映射。 

1) 当𝑌𝑌是 Hausdorff 拓扑空间时，若 F 在给定的 0x X∈ 处是 u.s.c.的且有紧值(即 ( )0F x 是紧集)，则 F
在 0x 处是闭的；进而，若 F 在 X 上是 u.s.c.的且有紧值，即 F 在 X 上的每一点 x X∈ 是 u.s.c.的且有紧值，

则 F 在 X 上是闭的； 
2) 对给定的 0x X∈ ，若 ( )0F x 是紧的，那么 F 在 0x 处是 u.s.c.的充要条件是：对任意的网{ }x Xα ⊆ 满

足 0x xα → ，对任意的网 { }yα 且 ( )y F xα α∈ ，存在某个 ( )0 0y F x∈ 以及 { }yα 的某个子网 { }yβ ，使得

0y yβ → ； 

3) F 在 0x X∈ 点是 l.s.c.的充要条件是：对任意的 ( )0 0y F x∈ 和任意的网{ }x Xα ⊆ 且 0x xα → ，存在

网{ }yα ，使得 ( )y F xα α∈ 且 0y yα → ； 

4) 如果 ,X Y 是两个 Hausdorff 拓扑线性空间且 Y 是紧的，F 有非空闭值，那么 F 在 X 上为 u.s.c.的充

要条件是 F 为闭映射。 
定义 2 [11]设 X 和 Y 是两个实的 Hausdorff 拓扑线性空间，K 是 X 中的非空子集，C 为 Y 中的非空闭

凸锥，称向量值映射 :f K Y→ 。 
1) 在 0x K∈ 处是 C-上半连续的(简记为 C-u.s.c.)，如果对于 Y 中零元的任意邻域 V，都存在 0x 的邻

域 U，使得 

( ) ( )0 , .f x f x V C x U K∈ + − ∀ ∈ ∩  

若 f 在 K 中的每一点都是 C-u.s.c.，则称 f 在 K 中是 C-u.s.c.； 
2) 在 0x K∈ 处是 C-下半连续的(简记为 C-l.s.c.)，如果对于 Y 中零元的任意邻域 V，都存在 0x 的邻域

U，使得 

( ) ( )0 , .f x f x V C x U K∈ + + ∀ ∈ ∩  

若 f 在 K 中的每一点都是 C-l.s.c.，则称 f 在 X 中是 C-l.s.c.； 
3) 如果 f 在 K 上既是 C-u.s.c.的又是 C-l.s.c.的，则称 f 在 K 上是 C-连续的。 
注 1 由定义易知，f 在 0x K∈ 处是 C-上半连续的充要条件是 f− 在 0x 处是 C-下半连续的，进而可知

f 在 K 上是 C-连续的充要条件是 f− 在 K 上是 C-连续的。 
引理 2 [12]假设 E Z⊆ 是改进集，若 ( )0 cl E C∉ ⊆ ，则有 ( ) \ 0int C E C⊆ ⊆ 。 

引理 3 [13]改进集有下述基本性质： 
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1) ( ) ( )C E Eint int+ ⊆ 且 ( )int E ≠ ∅。进一步， ( ) ( )C E Eint int+ ⊆ ； 

2) ( ) ( ) ( )C cl Ein t Et in+ ⊆ ； 

3) ( ) ( )C cl E cl E+ ⊆ 。 

3. 主要结果 

在本节中，我们将借助于向量 Tikhonov-type 正则化过程来考虑(BMVEP)解的存在性。 
为此，针对(BMVEP)，我们引入混合向量均衡问题： 0ε∀ > ，求 x Aε ∈ ，使得 

(MWVEP) ( ) ( ) ( ), , , .f x y g x y int E y Aε εε+ ∉− ∀ ∈  

定理 1 假定向量值映射 , :f g A A Z× → 满足下列条件： 
1) y A∀ ∈ ， ( ),x f x y→ 是 C-上半连续的； 

2) ,x y K∀ ∈ ， ( ) ( ),f x y int E∉− 蕴含着 ( ),f y x E∈− ； 

3) y A∀ ∈ ， ( ),x g x y→ 是 C-上半连续的； 
4) 0ε∀ > ，(MWVEP)有解 xε 。 

则解集{ } 0
xε ε >

的每一个聚点 x 是(BWVEP)的一个解。 

证明：设 x 是网{ } 0
xε ε >

的一个聚点。 0ε∀ > ，令 Sε 为(MWVEP)的解集，即 

( ) ( ) ( ){ }, .: : , ,S x A f x y g x y int E y Aε ε ε εε∈= + ∉− ∀ ∈  

证明过程分成两步来完成。 
i) y A∀ ∈ 有 ( ) ( ),f x y int E∉− ，也就是 wx S∈ 。 

(反证法)假设存在某个 0y A∈ ，使得 ( ) ( )0,f x y int E∈− 。那么在 Z 中存在零点的一个平衡邻域 V 使

得 

( ) ( )0, ,f x y V V int E+ + ⊆ −  

又存在 0ε 使得对任意的 0ε ε≤ 都有 

( )0, .g x y V Vε ε+ ⊆  

由条件(iv)，我们知 Sε ≠ ∅。对任意给定的 0ε > ，因为 x Sε ε∈ ，我们有 

( ) ( ) ( ), , , .f x y g x y int E y Aε εε+ ∉− ∀ ∈                           (1) 

因为 ( ),x f x y→ 和 ( ),x g x y→ 是 C-上半连续的。对上诉的 V，存在 0γ > ， x 的邻域 U，使得对任

意的 ( )0,ε γ∈ 都有 x Uε ∈ 而且有 

( ) ( )
( ) ( )

0 0

0 0

, ,

, ,

f x y f x y V C

g x y g x y V C
ε

ε

 ∈ + −


∈ + −
 

注意到 ( )0,ε γ∈ ，不难得到 ( ) ( )0 0, ,g x y g x y V Cεε ε ε ε∈ + − 。 

又因为 C 是凸锥，有 ( ) ( )0 0, ,g x y g x y V C V Cεε ε ε∈ + − ⊆ − 。 

因而，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )
( )

0 0 0 0

0

, , , ,

,

.

f x y g x y f x y V C g x y V C

f x y V C

int E C

int E

ε εε ε ε ε+ ∈ + − + + −

⊆ + −

⊆ − −

⊆ −

 

https://doi.org/10.12677/pm.2022.1210170


黄文君 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2022.1210170 1575 理论数学 
 

这与(1)式相矛盾，因此 ( ) ( ), ,f x y int E y A∉− ∀ ∈ 。 
ii) x 是(BVEP)的一个解，i.e.， wx S∈ 满足 ( ) ( ), , wg x y int E y S∉− ∀ ∈ ，其中 

( ) ( ){ }: , , .:wS x A f x z int E z A∈ ∉− ∀ ∈=  

对任意给定的向量 wz S∈ ，因为 x Sε ε∈ ，我们有 

( ) ( ) ( ), , .f x z g x z int Eε εε+ ∉−                               (2) 

我们断言对任意的 wy S∈ 都有 ( ) ( ),g x y int Eεε ∉− 。应用反证法，假定存在某个 wz S∈ 使得

( ) ( ),g x z int Eεε ∈− 。 

注意到 x Aε ∈ ， wz S∈ ，我们可以得到 ( ) ( ),f z x int Eε ∉− 。又由条件(ii)，可以得到 ( ),f x z Eε ∈− 。 

因此有 

( ) ( ) ( )
( )
( )

, ,

.

g x z f x z int E E

int E C

int E

ε εε + ∈− −

⊆ − −

⊆ −

 

而上式与(2)式矛盾，那么对任意的 wy S∈ ，我们有 ( ) ( ),g x y int Eεε ∉− 。 

进而我们可以得到 

( ) ( ), , .wg x y int E y Sε ∉− ∀ ∈                                (3) 

接下来我们证明 ( ) ( ),g x y int E∉− ， wy S∀ ∈ 。应用反证法，假定存在某个 wz S∈ 使得 ( ) ( ),g x z int E∈− 。

我们取定一个邻域 ( ) ( ),W g x z int E= − − ，则 W 是零点的一个开邻域。又因为向量值映射 ( ),x g x z→ 是

C-上半连续的和 x 是解集{ } 0
xε ε >

的一个聚点。那么对上述的邻域 W，存在一些 0ε 使得 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )
( )
( )

, ,

, ,

.

g x z g x z W C

g x z g x z int E C

int E C

int E

ε ∈ + −

⊆ + − − −

= − −

= −

 

注意到上式与式(3)相矛盾，那么我们得到 ( ) ( ),g x y int E∉− ， wy S∀ ∈ 。 

综上所述，我们已经证得(MWVEP)解集{ } 0
xε ε >

的每一个聚点 x 是(BWVEP)的一个解。 

注 2 定理 1 中的条件(ii)类似于大多文献中的 C-单调这一条件，但值得注意的是本文中使用的是改进

集 E，而不是经常使用的锥 C。 

4. 结束语 

本文介绍了改进集的一些特性，在此基础上来研究向量均衡问题，借助向量 Tikhonov-type 正则化过

程获得了解的存在性。 
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