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摘  要 

随机系统在众多领域中有着广泛的应用，因此许多学者对随机系统进行了研究，其中稳定性是研究随机

系统的核心内容。本文利用增量Lyapunov函数方法给出了状态依赖时滞跳跃扩散系统的随机输入–状态

稳定性的充分条件，并基于该条件运用反证法与Markov不等式证明了状态依赖时滞跳跃扩散系统的随

机稳定性，从而丰富了随机系统稳定性的研究结果。 
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Abstract 
Stochastic systems have a wide range of applications in many fields, so many scholars have studied 
stochastic systems, of which stability is the core content of studying stochastic systems. In this pa-
per, the incremental Lyapunov function method is used to give sufficient conditions for the sto-
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chastic input-to-state stability of the state-dependent delayed jump-diffusion systems, and based 
on this condition, the stochastic stability of the state-dependent delayed jump-diffusion systems is 
proved by using the contradictory method and Markov’s inequality, thereby enriching the results 
of the stochastic system stability. 
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1. 引言 

随机现象广泛地存在于自然界和实际动态系统中，随机现象的存在会使得系统的性能发生较大的变

化，甚至还会引起不稳定性，故越来越多的学者开始研究随机系统。在过去的几年中，由于需要对许多

应用程序进行严格建模，随机系统已经被广泛应用在数学、经济和控制工程等领域[1]。然而，实际的随

机系统会受到跳跃噪声和扩散噪声的随机扰动。Jagtap 等人在文献[2]中研究了具有跳跃结构的随机哈密

顿系统，而对于同时包含了跳跃过程和扩散过程的跳跃扩散系统的相关研究并不多见。 
在许多实际应用中，状态依赖时滞无处不在，如自动控制系统、网络控制系统、转向过程、移动机

器人控制等[3]。时滞会引起不稳定和振荡，但是当时滞与状态无关时，即使滞后时间很长也不会破坏系

统的稳定性。然而，当时滞依赖于系统状态时，由于系统的状态可能会因各种不确定的情况而改变，因

此，很有必要研究状态依赖时滞的稳定性问题，学者们[4] [5]在研究状态依赖时滞的稳定性方面做出了许

多贡献。 
随机输入–状态稳定性这一概念由于其在非线性系统研究中的潜在应用而引起了广泛的关注。这类

应用的例子包括循环反馈系统的同步[6]、建立符号模型[7]、非线性模拟电路的建模[8]以及互连振荡器的

同步[9]等。Zamani 研究了使用增量 Lyapunov 函数和收缩度量定义的非概率动力学系统的输入–状态稳

定性[2]。在控制理论中，Lyapunov 函数方法不仅是研究控制系统理论问题的一种基本工具，还是分析控

制系统稳定性的一种常用方法，因此本文基于增量 Lyapunov 函数方法，研究了状态依赖时滞跳跃扩散系

统的随机输入–状态稳定性。 
本文结构如下：第 2 部分给出预备知识，主要介绍函数符号表示和重要的定义，第 3 部分给出主要

结果并对定理进行证明。 

2. 预备知识 

  (或 + )表示自然数(或非自然数)的集合，设 n m× 表示 n 行 m 列实矩阵的向量空间。给定矩阵
n mA ×∈ ， TA 表示矩阵 A 的转置。 ( )Tr ⋅ 表示矩阵的迹。对角线集 2n∆ ⊂  被定义为 ( ){ }, nx x x∆ = ∈ 。

( )E x 表示随机变量 x 的期望。符号 n
ie ∈ 表示除第 i 个元素为 1 外，其余元素都为零的向量。用 τ 表

示由所有连续有界函数 [ ]: ,0 nϕ τ− →  构成的空间 [ ]( ),0 ; nτ−  中的一个范数 [ ] ( ),0
0

sup
τ

τ θ
ϕ ϕ θ

−
− ≤ ≤

= ，其

中 ⋅ 表示 n 的欧式范数。 
如果函数 [ ) [ ): 0, 0,α ∞ → ∞ 在 [ )0,∞ 上连续且单调递增，并且 ( )0 0α = ，则该函数属于类函数；如

果α ∈且当 s →∞时 ( )sα →∞，则函数α 属于 ∞ 类函数。函数 :β + + +→×   ，如果 ( ), tβ ⋅ ∈，
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对于每个给定的 0t ≥ 和 0s ≥ ，当 t → +∞ 时 ( ),s tβ 趋于 0，则函数 β 属于  类函数。其中

{ }|α α ∞= ∈  是一个凹函数， { }|α α ∞= ∈  是一个凸函数。 
设 { }( )0

, , t t≥
Ω   表示一个具有样本空间Ω，σ -域 和概率测度 的完全概率空间，其中 { } 0t t≥

= 

满足通常的条件(即当 0 包含所有 空集时，它是递增和右连续的)。设 ( ) 0t t
B

≥
是一个 r 维 的布朗运动

且 ( ) 0t t
P

≥
是一个 r维 的泊松过程。泊松过程 1, , r

t T TP P P =  


 包含了 r种事件，假设这些事件和上述布朗

运动以及泊松过程均是相互独立的。 
定义 1 [10]状态依赖时滞跳跃扩散系统是一个元组 ( )1 2, , , , , , ,n

S U f g h∑ = Ω Ω  ，其中： 
1) n 是欧式空间； 
2) 1Ω 是 n 的一个紧子集， 2Ω 是 [ ]( ),0 ; nτ−  的一个紧子集，其中τ +∈ ； 
3) mU ⊆  是有界输入集； 
4) : U+ → 是所有可测量局部有界的时间函数集合的子集； 
5) ( )1 2 ; nf U∈ ×Ω ×Ω  是局部 Lipschitz 连续的，即存在常数 ( )1 2, 0f fL L Ω= Ω > 和 0uL > ，使得

( ) ( ) [ ]( ),0
ˆ, , , ,ˆ ˆˆ ˆˆ f uf u f u L L u u

τ
ζ η ζ η ζ ζ η η

−
− ≤ − + − + − ，其中所有的 1, ˆζ ζ ∈Ω ， 2, ˆη η ∈Ω 和 ˆ,u u U∈ ； 

6) ( )1 2 ; n rg ×∈ ×ΩΩ  是局部 Lipschitz 连续的，即存在一个常数 ( )1 2, 0g gL L Ω= Ω > ，使得

( ) ( ) [ ]( ),0, ,ˆ ˆˆ ˆgg g L
τ

ζ η ζ η ζ ζ η η
−

− ≤ − + − ，其中所有的 1, ˆζ ζ ∈Ω ， 2, ˆη η ∈Ω ； 
7) ( )1 2 ; n rh ×Ω∈ ×Ω 

 是局部 Lipschitz 连续的，即存在一个常数 ( )1 2, 0h hL L Ω= Ω > ，使得

( ) ( ) [ ]( ),0, ,ˆ ˆˆ ˆhh h L
τ

ζ η ζ η ζ ζ η η
−

− ≤ − + − ，其中所有的 1, ˆζ ζ ∈Ω ， 2, ˆη η ∈Ω ； 
8) 状态时滞 [ ]( ); 0,n

iτ τ+∈ ×  是局部 Lipschitz 连续的，即对于每个紧子集 3
nΩ ⊂  ，存在一个

常数 0
i

Lτ > ，使得|| ( ) ( ) ( ), , ˆ
ii it t Lττ ζ τ ζ ζ ζ− ≤ − ||，其中 t +∈ 并且 3, ˆζ ζ ∈Ω ， 1,2,3i = ； 

nR 值的连续时间过程 x 被认为是 S∑ 的一个解过程，如果存在  u∈ 满足 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )( ) ( ) ( )( )( )( )
( )

1 2 3

0 0

d , , , d , , d , , d

, 0

t tx t f x t x t t x t u t t g x t x t t x t B h x t x t t x t P

x t t tτ

τ τ τ

φ

 = − + − + −


= ∈ ≥ ≥ 
(1) 

 -almost 即(  -a.s.)，其中 ( )1 ,tτ ⋅ ， ( )2 ,tτ ⋅ 和 ( )3 ,tτ ⋅ 分别是偏移量 f，扩散量 g 和重置量 h 中的状态

依赖时滞，并且 0 t t> ， ( )x t s+ ， [ ],0s τ∈ − 。我们假设 f，g，h 在 t τ≥ − 上存在唯一解，并且用符号 ( ),ux tφ

表示从初始条件 ( ){ }| 0 ., .x a sτφ θ τ θ= − ≤ ≤ ∈ −  在输入 u 后的求解过程。假设初始函数 τφ ∈ 是

Lipschitz 连续的，即存在一个常数  0Lφ > ，使得对于所有 [ ], ,0t s τ∈ − 时有 ( ) ( )t s L t sφφ φ− ≤ − 成立，

其中 ( ){ }0 0sup ,0 :
ii t t tτ τ τ≥ = ≤ ， 1,2,3i = 。在这里，我们假设 i

sP 泊松过程对于任意 { }1, 2, ,i r∈ 
 具有 iλ

率。另外，设 ( )x t 和 ( )x̂ t 分别为在输入外部干扰 ( )u t 和 ( )û t 下 ( )t t +∈ 时刻两个系统的轨迹，其中

( ) ( ) ( )Δ ˆx t x t x t= − ， ( ) ( ) ( )Δ ˆu t u t u t= − 。 
接下来，我们利用 Itô 的微分给出了状态依赖时滞跳跃扩散系统 S∑ 的无穷小生成元(用算子表示)。 
设 ( )8 ;n +  是正定函数集合，函数 8: nV +→  连续二次可微。如果 ( )8 ;nV +∈   ，则定义无穷

小算子 V 如下： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )( )

ˆ

ˆ

1

, ,

ˆ

T

ˆ

T

, ,ˆ

, ,
, , , , , , ,    , , , ,

, ,

   ,1                                        

ˆ ˆ

,    ,
  

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ
ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ
ˆ  ,2 ˆ

r

x x i i i
i

x x x x

x x x x

f x y u
V x x y y z z p p V V V x h x p e x h x p e V x x

f x y u

V Vg x z
Tr g x z g x z

V Vg x z

λ
=

 
 = ∂ ∂ + + + −   

 
∂ ∂  

+   ∂ ∂ 

∑




,
 
     

 

其中 , , , , , ˆ ,ˆ ˆ ˆ, nx x y y z z p p∈ ， ˆ,u u U∈ 。 x
VV
x

∂
∂ =

∂
是 V 在 x 处的 Fréchet 导数， ˆ

2

, ˆx x
VV

x x
∂

∂ =
∂ ∂

是 V 在 x 和 x̂
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处的二阶偏导。 
然后采用以下系统 S∑ 的随机增量稳定性定义，该定义首次出现在[11]。 
定义 2 [11]系统 S∑ 是随机增量–输入状态稳定型，如果对于任意  0ε > ，存在 β ∈， γ ∞∈ 使得

对于任意 0t t≥ ， ˆ, τφ φ ∈ 和 ˆ,u u∈  ，满足以下条件： 

( ) ( )
[ ] [ ]

( )ˆ, 0, ,0,0ˆ
ˆ ,ˆ ˆ 1 .u ux t x t t t u uφ φ ττ

β φ φ γ ε
−−

  − ≤ − − + − ≥ −  
  

                  (2) 

3. 主要结果 

这一部分，我们主要讨论系统 S∑ 的随机增量–输入状态稳定性。在下面的定理中，根据 Lyapunov
稳定性理论，给出了系统 S∑ 的随机增量输入–状态稳定性的充分条件。 

定理考虑状态依赖时滞跳跃扩散系统 S∑ 和一个在 \n n× ∆  上二次可微的连续函数 

( ) ( )ˆ, ;n nV x x +∈ ×   。如果存在连续函数 ( ) ( ) ( ) ( ) [ )( )20 1 3 0, , , , ;tλ λ λ λ +⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ∈ +∞  ， ( )ϕ ∞⋅ ∈ ，

( )1α ⋅ ∈， ( )2α ⋅ ∈并且给定 0λ > 使得 

( ) ( ) ( )1 2ˆ ˆ ˆ ˆ, , , .nx x V x x x x x xα α− ≤ ≤ − ∀ ∈                           (3) 

( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( )( )

( ) ( )( )( ) ( )( )( )( )
( ) ( )( )( ) ( )( )( )( )

0 1 1 1

2 2 2

3 3 3

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,

ˆ ˆ                      , , ,

ˆ ˆ                      , , , ,

x x u u

V x x t V x x V x t x x t t x

t V x t t x t x t t x t

t V x t

t t t

t x t x t t x t

t t t

ϕ

λ λ τ τ

λ τ τ

λ τ τ

− ≥ −

⇒ ≤ − + − −

+ − −

+ − −


            (4) 

( ) ( ) ( )
[ ]

3
1

0 1 2 0,01

ˆ2 exp 2 2 0,
ii i

i
Lt t τ τ

λ λ λ λ α φ φ τα−

−=

 
 
 

   − + + − + ≤      
∑                (5) 

这里 0t t≥ ， τ, ˆφ φ ∈ ，那么系统 S∑ 是随机增量–输入状态稳定的。 
证明：假设首次逃逸时间 ( ) ( ) ( ){ }*

0 ˆ ˆinf :t s t x s x s u uϕ= ≥ − ≥ − 是一个停时。设集合 

( ) ( ) ( ){ }:ˆ ˆ ˆ, n nx x x x u uϕ= ∈ × − < − B ，为了使证明更容易理解，我们把它分为两种情况进行讨论。 

情况 1： ( ) c, ˆφ φ ∈B ，对任何的 *
0 ,t tt  ∈  ， ( ) ( ) ( )ˆ ˆt tx x u uϕ− ≥ − 有 { ( ) ( )( )0 ˆsup ,sV V x x s =   :

[ ]}0 0, tts τ∈ − 。选择一个任意小的 ( )1 0,ε λ∈ ，证明 

( )( ){ } ( ) ( )( ) *
1 0 0 0ˆexp 2 ,, .,t t V Vt t tx t tλ ε   − − ≤ ∈                         (6) 

当 0t t= 时，不等式(6)显然成立。下面，我们证明不等式(6)在区间 ( *
0 ,t t  上成立。 

( )( ){ } ( ) ( )( )1 0 ˆexp 2 ,t t V t tx xλ ε − −  在时间 *
0 ,t tt ∈  上连续，假设不等式(6)不成立，即存在一个常数

*
0 , tt tα  ∈  使得 ( )( ){ } ( ) ( )( )1 0 0ˆexp 2 2 ,t t V t tx x Vα α αλ ε − − =  ，并且 

( )( ){ }( ) ( ) ( )( ) [ ]1 0 0 0ˆexp 2 2 , .,1 ,t t V x t x Vt tt tαλ ε τ − − ∨ ≤ ∈ −                  (7) 

此外，对于任意小的 0δ > ，存在 ( ) (0 *,,t t tt U α α
δ δ+ ∈ ⊂ 使得 

( )( ){ } ( ) ( )( )1 0 0ˆexp 2 .2 ,t t V x t x t Vδ δ δλ ε − − >                        (8) 

但是，由定义 1 和(4)可知 
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( )( ){ } ( ) ( )( )( )
( ) ( )( ){ } ( ) ( )( )

( )( ){ } ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ){ } ( ) ( )( )

( ) ( )( ){ } ( )( )( ) ( )( )( )( )

1 0

1 1 0

1 0

1 0 1 0

3

1 0
1

d ˆexp 2 2 ,
d

ˆ2 exp 2 2 ,

ˆ  exp 2 2 ,

,

ˆ2 exp 2 2 ,

ˆ ˆ  ex 2 , ,p 2

t t

i i i
i

t t

t t V x x
t

t t V x t x t

t t x x

t t t V x t x t

t t t V x t t x t x t t x

t t

t

t t

α

α

α α α

α

α α α α

α α α α α α α α

λ ε

λ ε λ ε

λ ε

λ ε λ λ ε

λ λ ε τ τ

=

=

=

 − − 

 = − − − 

 + − − 

  ≤ − − − −   

+ − − − −∑













( ) ( ) ( )( ){ } ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ){ }
( )( )( ) ( )( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ){ }

1 0 1 0

3

1 0
1

1

ˆ2 exp 2 2 ,

ˆ  exp 2 2

ˆ ˆ ˆ  , exp

, ,

, , ,, ,

i i i
i

i i i i

t t t V x t x t

t t t x t t x t t

V x t t x t x t t x t t x t t x t

α α α α

α α α α α α

α α α α α α α α α α

λ ε λ λ ε

λ λ ε τ τ

τ τ λ ε τ τ

=




  ≤ − − − −   

+ − − − −

   × − − − +  

∑





   (9) 

则可推出 

( )( ){ } ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ){ }
( ) ( )

1 0

3

1 0 0 0 1
1

3

1 0 0 0
1

1

1 0 0

d ˆexp 2 2 ,
d

ˆ ˆ2 exp , 2

2

ˆ ˆ  exp 2 2 0 2 0

,

2

,

, , ,
i

t t

i i i i
i

i
i

i i i

t t V x x
t

V V x x x

t t

t t t t t t t t

t t

t t t t t t

t

V V

L x x x

V

α

α α α α α α

τ

α α

α α

α α α α α α

α

λ ε

λ ε λ λ λ ε τ τ τ

λ ε λ λ

λ ε τ τ τ

λ ε λ

=

=

=

 − − 

  ≤ − − + − − +   

 ≤ − − + 

 × − − + − + 

 ≤ − − + 

∑

∑



( )

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ){ }

3

0
1

1 0

3

1 0 0 0
1

1 0

ˆ ˆ  exp 2 2

2

ˆ  exp 2 2 .

i

i

i
i

i

i
i

i

t

t t

V

L x x x

V V

xL x

t

t t

t t

α

α α α

α α

τ α α

τ

λ

λ ε τ

λ ε λ λ

λ ε τ

=

=

 × − − + + 

 ≤ − − + 

 × − + − + 

∑

∑

  (10) 

根据不等式(3)和 tα 的定义，可得不等式 

( ) ( )
[ ]

1
1 2 ,0

ˆ .ˆtx txα τα α φ φα−

−

  − ≤ −    
                          (11) 

根据(3)、(5)、(11)，不等式(10)可改写为 

( )( ){ } ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
[ ]

[ ]

1 0

3
1

1 0 1 1 2 0,01

2 ,0

ˆ

ˆ

d ˆexp 2 2 ,
d

2 exp 2 2

  

0,

i

t t

i i
i

t t

t

x

t

t t V x
t

L

α

τα α τ

τ

λ ε

λ ε λ λ λ ε α φ φ τ

α

α

φ φ

=

−

−=

−

 − − 

      ≤ − − + − + − +            

 × − 
 

<

∑



    (12) 
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这与(7)和(8)是矛盾的，因此不等式(6)成立。 
令 1 0ε +→ ，可得 

( ){ } ( ) ( )( ) *
0 0 0ˆexp 2 2 , , .,tt t V tx tt tx Vλ   − ≤ ∀ ∈                       (13) 

通过(3)、 ( )1α ⋅ ∈、 ( )2α ⋅ ∈，可得 

( ) ( )
[ ]

*
0 0,0

ˆ , , ,ˆ ,t t t t tx x t t
τ

β φ φ
−

     − ≤ − − ∀ ∈        
                   (14) 

其中 ( ) ( )( )1 2
1 2, e rs r s λβ α α− −= ⋅ 。 

对任意 ( )0,1ε ∈ ，令
ββ
ε

= ∈ ，由 Markov 不等式和(14)，可得 

( ) ( )
[ ]

( ) ( )

[ ]

0,0
0,0

ˆ
,

,
ˆ

ˆ
,ˆ E x t x t

P x t x t t t
t t

τ

τ

β φ φ ε
β φ φ

−

−

 −    − ≥ − − ≤ <  
     − − 

 





              (15) 

对于 0 *,t t t ∀ ∈  ，则有 

( ) ( )
[ ] 0,0

ˆ , 1 .ˆP x t x t t t
τ

β φ φ ε
−

  − < − − ≥ −  
  
                       (16) 

下面讨论 ( )* ,t t∈ ∞ ，由于 *t 是停时，所以， 

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )( ){ }2, , ,ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ,, ,n n n nx x x x u u x x V x x u uϕ α ϕ∈ × − ≤ − ⊆ ∈ × ≤ −           (17) 

于是可得 

( ) ( )( ) *
2 ˆ, ˆ , ,E V x x u u t tα ϕ≤ − ∀ >                            (18) 

由(2)可得 

( )( )( )1 *
1 2 ,ˆ ˆ .E x x u u t tα α ϕ− −  ≤ − ∀ >                         (19) 

对于 ( )2 0,1ε∀ ∈ ，选择合适的 ∞ 类函数 ( )ψ ⋅ ，由 Markov 不等式，可得 

)
( )( ) ( )

( )( )*

1
1 21

1 2 1
,

2
1 2

ˆ
ˆsup ˆ .

ˆt t

u u
P x x u u

u u

α α ϕ
ψ α α ϕ ε

ψ α α ϕ

−
−

−
∈ +∞

  − − ≥ − ≤ ≤ 
−  

 

 

 

         (20) 

因此，对 2 0ε∀ > ，存在 1
1 2γ ψ α α ϕ−=   

，使得 

( ){ } )*
2ˆ ˆ ,1 , .P x x u u t tγ ε − < − ≥ − ∀ ∈ +∞                       (21) 

由(16)和(21)，可得 

( )
[ ] [ ]

( )

{ } { } ( )
ˆ, 0, ,0,0

0

ˆ

2 2 3

,

max 1 ,1 1 min , 1 ,

ˆˆ ˆ

ˆ, .,

u u

c

P x t x t t u u

t t

φ φ ττ
β φ φ γ

ε ε ε ε ε φ φ

−−

  − ≤ − − + −  
  

≥ − − = − = − ∀ ≥ ∀ ∈B
             (22) 

情况 2： ( ) ( ), ,ˆ 0 0φ φ ∈B\ ， *
0t t=  a.s. 

当 0t t> 时， ( ){ } ( ){ }0, , 1P t t P t t∗∈ ∞ = ∈ ∞ = 。 

来自情形 1 的证明，可知(21)仍成立，且有 
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( ) ( )
[ ]

( ) ( ) ( ) ( ){ }0 2,0
ˆˆ ˆ ˆ ˆ, 1 .P x t x t t t u u P x t x t u u

τ
β φ φ γ γ ε

−

  − < − − + − ≥ − < − ≥ −  
  

     (23) 

当 0t t= 时，通过集合B的定义和 γ 的定义，可得 

( ) ( )
[ ]

( ) ( ) ( ) ( ){ }0 0 0 0,0
ˆˆ ˆ ˆ, 1ˆ0P x t x t u u P x t x t u u

τ
β φ φ γ γ

−

  − < − + − ≥ − < − =  
  

，进而有 

( ) ( )
[ ]

( )0 0 ,0
ˆˆ ˆ,0 1,P x t x t u u

τ
β φ φ γ

−

  − < − + − =  
  

                  (24) 

由(23)和(24)可得 

( ) ( )
[ ]

( ) ( ) ( )0 2 0,0
ˆ, 1 , , , 0,0 .ˆˆ ˆP x t x t t t u u t t

τ
β φ φ γ ε φ φ

−

  − < − − + − ≥ − ∀ ≥ ∈  
  

B\         (25) 

综上，由(22)和(25)可得 

( )
[ ] [ ]

( ) ( ) ( )ˆ, 0 0, ,0,0ˆ
ˆ ˆˆ ˆ , \ 0,0 ., 1 , , n n

u uP x t x t t u u t tφ φ ττ
β φ φ γ ε φ φ

−−

  − ≤ − − + − ≥ − ∀ ≥ ∈ ×  
  

    (26) 

因此，系统 S∑ 是随机增量输入–状态稳定的。 
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