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摘  要 

本文讨论了几类三阶非线性微分方程的求解问题。通过综合运用变量变换和降阶的思想方法建立了方程

的通解表达式。 
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Abstract 
This paper discusses several classes of third-order nonlinear differential equations. By using of 
variable transformation and order reduction, the general solution expression of the equations is 
established. 
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1. 引言 

高阶微分方程的求解是微分方程理论中一个重要的问题。一般情况下无法给出高阶微分方程的通解

表达式，特别是对于非线性高阶微分方程。因此，寻找一些可积的非线性高阶微分方程类型是个有趣的

课题。至今有不少学者在这方面做出了不少结果，提出了各种有效的方法。如不变量解法[1] [2] [3]、算

子解法[4]、常数变易法[5] [6] [7]、降阶法[8] [9] [10] [11] [12]等等。 

变量变换是求解微分方程的重要思想方法。文献[13]通过多次运用线性代换，将四阶非微分方程转化

成变量分离的微分方程或是一阶非齐次线性微分方程，进而求出方程的通解；文献[14]中，通过两次线性

变换，将三阶变系数微分方程转化为变量分离的微分方程或是二阶常系数微分方程。更多运用变量变换

的思想方法求解微分方程的工作见文献[15] [16] [17] [18] [19]及其中的参考文献。 
本文运用变换思想结合伯努利方程、恰当方程等特殊方程的求解方法，给出了几类新的可积三阶非

线性微分方程并给出其通解公式。本文的结构安排如下：第二节考虑 4 类三阶非线性微分方程的求解问

题，建立方程的通解表达式；第三节通过例子说明第二节所得结果在具体方程求解中的运用。 

2. 主要结果 

本节给出几类新的可积的三阶非线性微分方程及其通解表达式。 
定理 1 若存在连续函数 ( ) ( ),r x Q x ，及二阶连续可导函数 ( )p x ，使得 

( ) ( ) ( ) 1,A x p x Q x= + +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 ,B x p x p x p x Q x Q x′= + + +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,C x p x p x p x Q x p x Q x′′ ′ ′= + + +  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , 1 ,
n

f x y y y r x y p x y p x p x y ′ ′′ ′′ ′ ′= + + + +   

则方程 

( ) ( ) ( ) ( ), , , .y A x y B x y C x y f x y y y′′′ ′′ ′ ′ ′′+ + + =                         (1) 

的通解为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

d d 1 d 1 d 1
1 2 3e e e e e 1 e d d d ,p x x p x x n Q x x n Q x xx x ny n r x x c x c x c− − −− −∫ ∫ ∫ ∫

       = − + + +            
∫ ∫ ∫  

其中 1 2 3, ,c c c 为任意常数。 
证明：将微分方程(1)变形为： 

( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

d

d

.
n

y p x y y p x y
Q x y p x y y p x y

x

r x y p x y y p x y

 ′′ ′+ + +     ′′ ′+ + + +  

 ′′ ′= + + +  
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令 ( )y p x y z′ + = ，则上述方程可转化为： 

( ) ( )( ) ( )( )
d

.
d

nz z
Q x z z r x z z

x
′ +

′ ′+ + = +  

再令 z z u′ + = ，则有 

( ) ( ) .nu Q x u r x u′ + =  

该方程是伯努利方程，因此其解可表示为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1 d 1 d 1
1e 1 e d ,n Q x x n Q x x nu n r x x c− − −∫ ∫ = − + ∫  

其中 1c 是任意常数。 
再由方程 z z u′ + = 及 ( )y p x y z′ + = 易得方程(1)的通解： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

d d 1 d 1 d 1
1 2 3e e e e e 1 e d d d ,p x x p x x n Q x x n Q x xx x ny n r x x c x c x c− − −− −∫ ∫ ∫ ∫

       = − + + +            
∫ ∫ ∫  

其中 2 3,c c 为任意常数。 
定理 2 若 ( )p x 存在连续二阶导数，n 是一正整数，则三阶微分方程 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 12 1

1 1 2

1 1 11 .

n

n n

y p x y y p x y y p x y p x p x y p x p x y
n

y p x y p x y f y p x y y p x y p x y y p x y
n nx x

−

−

  ′ ′ ′′′ ′′ ′ ′ ′ ′′+ + + + + + + +  
   ′′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′+ − + + = + + + + +                      

 

通解为： 

( ) ( ){ }d d
2 3

1

e e e e d d ,

1 d ln .

np x x p x x x xy u x c x c

u x c
u u xf
x x

− −∫ ∫  = + + 

 = +   −  

 

∫ ∫

∫

 
其中 1 2 3, ,c c c 为任意常数。

 

证明：三阶微分方程可变为： 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

1 1

1 1
d

1 1 .
d

n n

n n

y p x y y p x y

f y p x y y p x y
x x x

 ′  ′ ′+ + +    ′       ′ ′= + + +  
   

         (2) 

令 ( ) ny p x y z′ + = ，方程(2)可转化为： 

( ) ( )
d 1 .

d
z z

f z z
x x
′ +  ′= + 

 
                                    (3) 

再令 z z u′ + = ，方程(3)变为： 

d .
d
u uf
x x

 =  
 

                                           (4)
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令 u wx= ，方程(4)变为： 

( ) 1 1
1 d ln , .w x c c

f w w
= +

−∫ 为中 任意常数其
 

所以： 

1 1
1 d ln , .u x c c

u u xf
x x

= +
  − 
 

∫ 为中 任意常数其

 
对于方程 z z u′ + = ，求得通解： 

( ) 2 2e e d , .x xz u x c c−  = + ∫ 中 为任意常数其  

代入到 ( ) ny p x y z′ + = 中求得： 

( ) ( ){ }d d
2 3 3e e e e d d , .

np x x p x x x xy u x c x c c− −∫ ∫  = + + ∫ ∫ 中 为任意常数其
 

则原方程的解是： 

( ) ( ){ }

1

d d
2 3

1 d ln ,

e e e e d d .
np x x p x x x x

u x c
u u xf
x x

y u x c x c− −∫ ∫

 = +   −   


  = + + 

∫

∫ ∫
 

定理 3 若 ( )p x 有连续二阶导数， ( ) ( ),q x r x 是连续函数，n 是一正整数，则三阶微分方程 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2

2

1 11

1 1 2

1 1

1 .

n

n n

y p x y y p x y y p x y p x p x y p x p x y
n

y p x y p x y
n

q x y p x y y p x y p x y y p x y r x
n

−

−

  ′ ′ ′′′ ′′ ′ ′ ′ ′′+ + + + + + + +  
  ′′ ′ ′+ − + +       

 ′ ′′ ′ ′ ′= + + + + + +           
 

 

的通解是： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }d d d d
1 2 3 1 2 3e e e e e e d , , , .

n
p x x p x x q x x q x xx xy r x x c c c c c c− −−∫ ∫ ∫ ∫   = + + +     

∫ ∫ ∫ 为其 任意常数中  

证明：微分方程可转化为： 

( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )

1 1

1 1
d

.
d

n n

n n

y p x y y p x y

q x y p x y y p x y r x
x

 ′  ′ ′+ + +    ′       ′ ′= + + + +  
   

      (5) 

令 ( ) ny p x y z′ + = ，方程(5)可转化为： 

( ) ( )( ) ( )
d

.
d
z z

q x z z r x
x
′ +

′= + +                                (6) 

再令 z z u′ + = ，方程(6)变为： 
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( ) ( )d .
d
u q x u r x
x
= +                                      (7) 

求得方程(7)的解： 
( ) ( ) ( )( )d d

1 1e e d , .q x x q x xu r x x c c−∫ ∫= +∫ 其中 为任意常数  

代入方程 z z u′ + = ，求得： 

( ) ( ) ( )( ){ }d d
1 2 2e e e e d , .q x x q x xx xz r x x c c c−− ∫ ∫ = + + ∫ ∫ 为中 任意常数其  

最后代入到 ( ) ny p x y z′ + = 中求得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }d d d d
1 2 3e e e e e e d , .

n
p x x p x x q x x q x xx xy r x x c c c− −−∫ ∫ ∫ ∫   = + +     

∫ ∫ ∫ 中 为任意常数其  

定理 4 若 ( )p x 存在二阶连续导数，
( ) ( ), ,M x u N x u
u x

∂ ∂
=

∂ ∂
成立，则三阶微分方程： 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

, 1 , 1

1 2 0.

M x y p x y p x p x y N x y p x y p x p x y

y p x y p x p x y p x p x y

   ′′ ′ ′ ′′ ′ ′+ + + + + + + + +   
 ′′′ ′′ ′ ′ ′ ′′+ + + + + + = 

 

的通解为： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ){ }
1

1 2 3
d d

2 3

, d , , d d ,
, , .

e e e e d d .p x x p x x x x

M x u x N x u M x u x u c
u c c c

y u x c x c− −∫ ∫

 ∂ + − =   ∂ 
  = + + 

∫ ∫ ∫

∫ ∫
其中 为任意常数  

证明：令 ( )( ) ( ) ( )( )1y p x y p x p x y u′′ ′ ′+ + + + = ，方程可化为： 

( ) ( ), d , d 0.M x u x N x u u+ =                                      (8) 

由于
( ) ( ), ,M x u N x u
u x

∂ ∂
=

∂ ∂
，则方程(8)是恰当微分方程，解为： 

( ) ( ) ( ) 1 1, d , , d d , .M x u x N x u M x u x u c c
u
∂ + − = ∂ ∫ ∫ ∫ 任意常为 数  

又因为 

( )( ) ( ) ( )( )1 .y p x y p x p x y u′′ ′ ′+ + + + =                                (9) 

令 ( )y p x y z′ + = ，方程(9)变为： 
.z z u′ + =                                           (10) 

方程(10)的解为： 

( ) 2 2e e d , .x xz u x c c−  = + ∫ 为 意常数任  

代入到 ( )y p x y z′ + = 中求得： 
( ) ( ){ }d d

2 3e e e e d d ,p x x p x x x xy u x c x c− −∫ ∫  = + + ∫ ∫  

3c 为任意常数。于是原方程解为： 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ){ }
1

d d
2 3

, d , , d d ,

e e e e d d .p x x p x x x x

M x u x N x u M x u x u c
u

y u x c x c− −∫ ∫

 ∂ + − =   ∂ 
  = + + 

∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

3. 应用例子 

例 1 求解方程 
2

2 2 3 3 2

2 2 2 1 2 1 1 1 1 11 1 .y y y y y y y
x x x x xx x x x x

          ′′′ ′′ ′ ′′ ′+ + + − + + + − = + + + − +                      

解：取 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3

1 1 1 1 2, , , ,p x Q x r x p x p x
x x x x x

′ ′′= = = = − = ，显然 ( )p x 存在连续二阶导数，

( ) ( ),r x Q x 是连续函数，则运用定理 1 求出其解： 

2 3 1 2 3
1

1 ee d d , , , .
1

x
xy x x c x c c c c

x c x
−  

= + +  −   
∫ ∫ 是任 常数意

 

例 2 求解方程 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]

[ ] [ ] [ ]

3 2
2

3 1
2 2

1 31 2
2 2

1 2 .

y xy y xy y x y x y y y xy y

y xy y xy y y xy
x x

−

−

 ′ ′ ′′′ ′′ ′ ′′ ′+ + + + + + + − + +    

′ ′′ ′ ′= + + + + +
 

解：取 ( ) , 2p x x n= = ，由定理 2 得： 

(
)

21
2 3 2 2 2 2 2 2 2 22
1 1 1 1 1 1 1 3 1 1 1 2

2 2
1 2 1 2 2 1 2 3

3 4 8 4 4 8 e 3 4 2 e

4 e 42 e e d , , , .

x x

x x x

y c x c x c x c c x c x c c c c c c x

c c x c c c x c c c

−

− − −

= − − + + + − + + − +

− + +

∫
其中 是任 常数意  

例 3 求解方程 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 222

1 1
2 2

1 11
2 2

1 1 .
2

y y y y y x y y y y

y y y y y y x
x

−

−

  ′ ′ ′′′ ′′ ′ ′′ ′+ + + + + − +   
 ′ ′′ ′ ′= + + + + + 
 

 

解：取 ( ) ( ) ( )1, 1,p x q x r x x= = = ，显然 ( )p x 有连续二阶导数， ( ) ( ),q x r x 是连续函数，则由定理 3
可得方程通解：

 
2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 3 1 1 2 1 2 3

1 1 1e e e e e 2 , , , .
12 4 2

x x x x xy c c c c x c x x c x c c c c c− − −= − + − + + − − + 其中 任意常为 数  

例 4 求解方程 

2 3 2 3 4 3 3 4 5 4 6 5

1 1 1 1 1 1 4 1 4 31 0.y yy y y y y
x x x x x x x x x x x x
′′ ′′′          ′ ′′ ′+ + + − − − + − − + + − =                      

解：取 2

1 1 11u y y y
x x x

   ′′ ′= + + + −   
   

， ( ) 2, 1uM x u
x

= − ， ( ) 1,N x u
x

= − ，且
M N
u x

∂ ∂
=

∂ ∂
成立， 

则运用定理 4 求得三阶微分方程的解为： 
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( )3 2 2 32
1 1 2 1 2 3

e1 2 1 1 e , , , .
4 3 3 2

x
x ccy x x x c x c x c c c c

x x

−
−= − − − + − − − + 是任意常数  
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