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摘  要 

三维黎曼流形上添加一个局部分量为Toeplitz矩阵的循环结构，可以应用于线性编码、图论、震动分析

和调和伯格曼空间的研究等。而带有反循环结构的黎曼流形与爱因斯坦流形有着密切联系。本文从反循

环角度出发，研究带有反循环结构的三维黎曼流形，给出反循环结构相容的等价条件。并利用反循环结

构构建新的度量，结合新的度量证明这种流形是近爱因斯坦流形，进而给出近爱因斯坦流形的一些曲率

特性。最后给出反循环结构作用到李群上的例子。 
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Abstract 
An imposing circulant structure with local components of Toeplitz matrices on three-dimensional 
Riemannian manifolds can be applied to the linear coding, graph theory, vibration analysis and 
the study of harmonic Bergman space. The Riemannian manifold with skew-circulant structure 
whose local components are skew-circulant matrices is closely related to Einstein manifold. In this 
paper, from the point of view of skew-circulant structure, the equivalent conditions compatible 
with the skew-circulant structure are obtained, and some new metrics are constructed by using 
the skew-circulant structure. Combined with the new metric, it is showed that this kind of mani-
fold with skew-circulant structure is an almost Einstein manifold, and then some curvature prop-
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erties of the almost Einstein manifold are derived. Finally, an example of skew-circulant structure 
acting on Lie groups is given. 
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1. 引言 

黎曼流形上的微分结构、拓扑结构、度量结构、附加结构等在几何研究中扮演着重要的角色。带有

附加几何结构的黎曼流形是众多几何学者的主要研究对象之一。这种附加几何结构与黎曼曲率张量、里

奇曲率张量、数量曲率、截面曲率往往有着密切的关联。若附加的几何结构能够以更具体的形式表示出

来，比如矩阵形式，那么研究工作将能更加顺利进行。 
主对角线上的元素相等，平行于主对角线的线上的元素也相等的矩阵叫做 Toeplitz 矩阵，简称为 T

型矩阵。这种矩阵主要应用于几何[1]、线性编码[2]、图论[3]、震动分析[4]。黎曼流形上添加一个额外的

循环结构，这个结构在局部坐标基底下的分量矩阵是循环矩阵(Toeplitz 矩阵)，带有这种循环结构的黎曼

流形已被广泛研究。在文献[5]中，Dzhelepov 等学者在三维黎曼流形上引入满足三阶恒等的循环结构 Q。 

( ),M g 是一个三维黎曼流形，考虑在每一点 p 对应的切空间 pT M 有一个 ( )1,1 型张量 Q，Q 在局部坐

标基底{ }ie 下形成一个循环矩阵，如下 

( )
0 1 0
0 0 1
1 0 0

k
jQ

 
 =  
 
 

,                                   (1.1) 

这个循环矩阵满足性质 
3Q id= ,                                       (1.2) 

这个循环结构在局部坐标基底下的分量是全为 1 的循环矩阵。在文献[6] [7] [8] [9] [10]中，他们对带有循

环结构的三维黎曼流形进行更进一步的研究，给出了黎曼曲率分量的具体表达式，也得到了很多有趣的

几何特征。通过循环结构构建新的度量关系，给出了不同度量下的曲率关系[11] [12]和物理中的应用[13] 
[14]。 

在上述关于文献的启迪下，本文研究带有反循环结构的三维黎曼流形，且反循环结构 S 满足三阶反

恒等关系 3S id= − 。这个反循环结构的分量矩阵是一个反循环的 Toeplitz 矩阵。从反循环角度出发，获

得了反循环结构的相容性等价条件。利用这个反循环结构构建新的度量关系，证明带有反循环结构的三

维黎曼流形是近爱因斯坦流形的证明过程，进而给出里奇曲率表达式中α 、 β 满足一定条件下为常数。 
论文组织结构如下：在第二节中，在考虑反循环结构与黎曼联络相容的前提下，推出黎曼曲率张量

满足性质 ( ) ( ), , , , , ,R X Y SZ SU R X Y Z U= 和 ( ) ( ), , , , , ,R SX SY SZ SU R X Y Z U= ，并利用反循环结构的特性

构造新的度量关系。在第三节中，根据联络系数公式，计算出流形黎曼度量所对应联络系数。在假设反

循环结构是相容的前提下，引出相容性的等价条件，同时也给出第二节中两个性质的等价条件。在第四
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节中，根据已有的定义进行拓展，给出近爱因斯坦流形的定义，并证明在反循环结构下的三维黎曼流形

( ), ,M g S 是近爱因斯坦流形，继而给出相关系数的关系。结合新的度量关系，给出在不同度量结构下的

里奇曲率关系和截面曲率关系。最后给出带有反循环结构的三维实连通李群是近爱因斯坦流形的例子。 

2. 预备知识 

首先给出部分黎曼几何的知识[15] [16]， 
定义 2.1. 设 ( ),M g 为 m 维黎曼流形，∇是与 g 相容的黎曼联络，则对 ( ), ,X Y Z C TM∞∀ ∈ ，定义映

射 ( ) ( ) ( ), :R X Y C TM C TM∞ ∞→ ，如下 

( ) [ ],, X Y Y X X YR X Y Z Z Z Z= ∇ ∇ −∇ ∇ −∇ ,                          (2.1) 

这里的 ( ),R X Y 称为黎曼流形 ( ),M g 关于光滑切向量场 X、Y 的曲率算子。 
定义 2.2. 流形 ( ),M g 上的 ( )0,4 型的黎曼曲率张量 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ): ,R C TM C TM C TM C TM C M∞ ∞ ∞ ∞ ∞× × × →  , 

对 ( ), , ,X Y Z U C TM∞∀ ∈ ，黎曼曲率张量也可以表示为 

( ) ( )( ), , , , ,R X Y Z U g Y R Z U X= .                              (2.2) 

定义 2.3. 设 ( ),M g 为 m 维黎曼流形，∇为黎曼联络，对 , , pX Y Z T M∀ ∈ ，由 

( ) ( )( )Ric , ,X Y Tr Z R Z X Y= → ,                              (2.3) 

决定了一个 C∞ 的 2 阶协变张量场，称为里奇张量场。如果 { }1, , me e⋅ ⋅ ⋅ 为 pT M 的规范正交基，则对

, pX Y T M∀ ∈ ， 

( ) ( )
1

Ric , , , ,
m

i i
i

X Y R e X e Y
=

= ∑ , 

其中里奇曲率的分量 kl
ij kiljR g R= 。 

定义 2.4. 设 ( ),M g 是 m 维黎曼流形， p M∈ ，{ }1, , me e⋅ ⋅ ⋅ 为 pT M 的规范正交基，数值 

( )Ric ,Tr X Y= ,                                    (2.4) 

称为黎曼流形 ( ),M g 在 p 点的数量曲率。在局部坐标系下，数量曲率的表达式，如下 
ij ij k ij kl

ij ikj kiljg R g R g g R= = = .                             (2.5) 

本文在 ( ),M g 上的每一点 p 对应的切空间 pT M 考虑一个 ( )1,1 型张量 S，S 在局部坐标基底{ }ie 下形

成一个反循环矩阵，如下 

( )
0 1 0
0 0 1
1 0 0

k
jS

 
 =  
 − 

.                                 (2.6) 

这个反循环矩阵满足性质 
3S id= − .                                     (2.7) 

假设黎曼度量 g 和结构 S 满足 

( ) ( ), ,g SX SY g X Y= .                               (2.8) 

由(2.6)，(2.8)可得度量 g 在局部坐标基底{ }ie 下的分量矩阵和逆矩阵，如下 

https://doi.org/10.12677/pm.2022.1212239


黄志明 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2022.1212239 2220 理论数学 
 

( )ij

a b b
g b a b

b b a

− 
 =  
 − 

, ( ) 1ij

a b b b
g b a b b

d
b b a b

− − 
 = − − − 
 − − 

,                (2.9) 

这里 ( )( )2 22 2d a b ab a b a b= − − = + − ， ( )a a p= 和 ( )b b p= 是在点 ( )1 2 3, ,p x x x= 的光滑函数。如果光滑

函数 a，b 之间满足 

( ) ( )2 0a p b p> > . 

即度量 g 是正定的。带有反循环结构 S 的黎曼流形可以通过 ( ), ,M g S 来表示。 
接下来考虑反循环结构 S 与黎曼联络是相容的，即 

0S∇ = .                                     (2.10) 

命题 2.5. 对于流形 ( ), ,M g S ，若反循环结构 S 是相容的，则对 ( ), , ,X Y Z U C TM∞∀ ∈ ，黎曼曲率张

量满足 

( ) ( ), , , , , ,R X Y SZ SU R X Y Z U= .                          (2.11) 

证明：由于 0S∇ = ，有 

( )X XSY S Y∇ = ∇ ,                                (2.12) 

由(2.1)，有 ( ) ( ), ,R X Y SZ SR X Y Z= 。又由 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ), , , , , , , , ,R X Y SZ SU g R X Y SZ SU g SR X Y Z SU g R X Y Z U= = = , 

可得 

( ) ( ), , , , , ,R X Y SZ SU R X Y Z U= , 

证毕。 
根据(2.11)，可以进一步推出 

( ) ( ), , , , , ,R SX SY SZ SU R X Y Z U= .                       (2.13) 

接下来, 结合反循环结构 S 给出 1f ， 2f ， 1f ， 2f 的表达式 

1 t
ij it jf g S= , 2 k t

ij ik t jf g S S= , 1 t
ij it jf g S=  , 2 k t

ij ik t jf g S S=

 ,              (2.14) 

这里 ( ) ( ) ( ), , ,g X Y g X SY g SX Y= + ， { }, , , 1, 2,3i j k t∈ 。 
在反循环结构 S 下构造与黎曼度量 g 相关联的度量，关联度量与 1f 、 2f 、 1f 、 2f 的关系如下 

1 2
ij ij ijg f f= − , ( )1

2
ij ij ik j ik t j

k k tg g g S g S S= + − ,                    (2.15) 

( ) 1 2ˆ 2ij ij ij ij ijg f f g g= − = − 

 , ( )1ˆ 3
4

ij ij ik j ik t j
k k tg g g S g S S= + − .               (2.16) 

度量 g在局部坐标基底{ }ie 下的分量矩阵和逆矩阵如下 

( )
2

2
2

ij

b a b b a
g a b b a b

b a a b b

− − 
 = − − 
 − − 

 , ( )
3

1 3
2

3

ij

a b a b b a
g a b a b a b

d
b a a b a b

− − − 
 = − − − 
 − − − 

 ,             (2.17) 

这里 { }1, , 2,3i j∈ ，度量 g是一个负定度量。度量 ĝ 在局部坐标基底{ }ie 下的分量矩阵和逆矩阵如下 
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( )
2 2 3 3

ˆ 3 2 2 3
3 3 2 2

ij

a b b a a b
g b a a b b a

a b b a a b

− − − 
 = − − − 
 − − − 

, ( )
3 5 3 3

1ˆ 3 3 5 3
4

3 3 3 5

ij

a b a b b a
g a b a b a b

d
b a a b a b

− − − 
 = − − − 
 − − − 

,           (2.18) 

这里 { }1, , 2,3i j∈ ，度量 ĝ 是一个正定度量。 

3. 反循环结构下的几何性质 

( ),M g 是一个三维黎曼流形，{ }ie 是在点 ( )1 2 3, ,p x x x M= ∈ 的切空间 pT M 的正交基底。联络系数 t
ikΓ

的公式如下 

( )1
2

t ta
ik i ak k ai a ikg g g gΓ = ∂ + ∂ − ∂ ,                           (3.1) 

这里 i ix
∂

∂ =
∂

。由(2.9)，(3.1)得 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1

1 1

1

1 4 1 1
2
1 1 1 1 1 1

2
1 1 2 1 2 1 1

2
1 1 1 1

2

k ji
ii i i j k

i j k i jk
ij i j k i j

j j j ik
ii i k i i j

k k ii
ij j i i j k

a b a b b a a
d

a b b b b b a a
d

a b b a b b a a
d

a b a b a b b b
d

+ +

+ +

+

 Γ = − − + − + −  

 Γ = − − + − + − + − + −  

 Γ = − − − − − + − + −  

 Γ = − + − + − − + −  

,        (3.2) 

这里 i j k≠ ≠ ， { }, , 1, 2,3i j k ∈ ， ( )( )2d a b a b= + − ， i i

aa
x
∂

=
∂

， i i

bb
x
∂

=
∂

。 

3.1. 黎曼曲率性质的等价条件 

下面考虑反循环结构 S 与黎曼联络∇相容的前提下，给出反循环结构的相容性等价条件。 
命题 3.1.在流形 ( ), ,M g S 中，反循环结构 S 与黎曼联络∇相容，即满足(2.11)，当且仅当 

grad grada b W= ⋅ ,                                  (3.3) 

这里

1 1 1
1 1 1
1 1 1

W
− 

 =  
 − 

。 

证明：S 是相容的，即 0S∇ = 。在局部坐标表示下，满足 

( ) 0t t t a a t
i i j ia j ij aj
S S S S∇ = ∂ + Γ −Γ = ,                            (3.4) 

这里 i ix
∂

∂ =
∂

。由(2.6)，上式等价于 

t a a t
ia j ij aS SΓ = Γ ,                                    (3.5) 

即 
1 2 3 3 2 1
11 21 31 22 33 23
2 1 3 2 1 3
22 12 32 13 33 11
3 1 2 1 3 2
33 13 23 22 12 11

Γ = Γ = Γ = Γ = −Γ = −Γ

Γ = Γ = Γ = Γ = −Γ = −Γ

Γ = Γ = Γ = Γ = −Γ = −Γ

,                           (3.6) 
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由(3.2)，(3.6)，则有 

( )( )1 2
2

i
ii i ia b a bb

d
Γ = − − ,                                  (3.7) 

这里 1, 2,3i = 。 1 1 2 3a b b b= + − ， 2 1 2 3a b b b= + + ， 3 1 2 3a b b b= − + + ，即(3.3)得证。 
反之，将 1 1 2 3a b b b= + − 、 2 1 2 3a b b b= + + 、 3 1 2 3a b b b= − + + 代入(3.2)，则(3.6)，(3.7)成立，再由(3.4)

得 0S∇ = ，证毕。 

3.2. 黎曼曲率性质的等价条件 

接下来，在考虑流形 ( ), ,M g S 的黎曼曲率张量分别满足性质(2.11)和(2.13)的前提下，给出对应的等

价条件。 ijklR 与 ijR 分别表示曲率张量 R 和里奇曲率张量 Ric 在局部基底{ }ie 下的分量，那么有下面的命

题。 
命题 3.2. ( ), ,M g S 满足 ( ) ( ), , , , , ,R X Y SZ SU R X Y Z U= ，等价于以下条件成立 

1212 2323 1313 1213 1323 1223R R R R R R= = = = = .                        (3.8) 

证明：在局部坐标表示下，(2.11)的局部表达形式为 
l m

ijlm k h ijkhR S S R= .                                    (3.9) 

由(2.6)，(3.9)有 

1212 1223 1231R R R= = − , 2323 2331 2312R R R= − = , 1313 1321 1332R R R= − = − , 

1213 1221 1232R R R= − = − , 1323 1331 1312R R R= − = , 1223 1231 1212R R R= − = , 

结合黎曼曲率张量的对称和反对称性质得(3.8)。 
反之，根据黎曼曲率张量的对称和反对称性质，由(2.6)和(3.8)，则可得到(3.9)，即(2.11)成立，证毕。 
命题 3.3. ( ), ,M g S 满足 ( ) ( ), , , , , ,R SX SY SZ SU R X Y Z U= ，等价于以下条件成立 

1212 2323 1313R R R= = , 1213 1323 1223R R R= = .                         (3.10) 

证明：在局部坐标表示下，(2.13)的局部表达形式为 
i j k l

ijkl t s h m tshmR S S S S R= .                                   (3.11) 

根据(2.6)，(3.11)有 

1212 2323 3131R R R= = , 2323 3131 1212R R R= = , 1313 2121 3232R R R= = , 

1213 2321 3132R R R= = , 1323 2131 3212R R R= = − , 1223 2321 3112R R R= − = − , 

结合黎曼曲率张量的对称和反对称性质得(3.10)。 
反之，根据黎曼曲率张量的对称和反对称性质，由(2.6)与(3.10)，可以得到(3.11)，即(2.13)成立，证

毕。 

4. 近爱因斯坦流形 

度量 g和度量 ĝ 对应的里奇曲率张量分量定义如下 
ˆ ˆ kl

ij kiljR g R= , kl
ij kiljR g R=  .                                (4.1) 

命题 4.1. 若 ( ), ,M g S 的黎曼曲率张量满足 ( ) ( ), , , , , ,R X Y SZ SU R X Y Z U= ，那么里奇曲率张量 Ric，
Ric ，Ric 的分量满足 
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11 22 33R R R= = , 12 23 13R R R= = − , ˆ
ij ij ijR R R= = ,                  (4.2) 

这里 { }, 1, 2,3i j∈ 。 

4.1. 近爱因斯坦流形的证明 

定义 4.2. 如果一个 m 维C∞ 黎曼流形 ( ),M g 的里奇曲率张量与黎曼度量 g 满足 

( ) ( )Ric , ,X Y g X Yα= , 

且α 为常数，则称 ( ),M g 为爱因斯坦流形。 
在文献[17]中，对于局部可分解的黎曼流形，定义了一类近爱因斯坦流形(almost 爱因斯坦流形)，这

是一类比爱因斯坦流形性质更弱的流形。而在文献[11]中，关于带有循环结构的三维黎曼流形，结合度量

g给出了新的近爱因斯坦流形的定义。在此定义基础上，我们对这个定义进一步拓展，给出以下定义。 
定义 4.3. 如果一个 n 维C∞ 黎曼流形 ( ), ,M g S 的里奇曲率张量满足 

( ) ( ) ( )1Ric , , ,X Y g X Y g X Yα β= + ,                           (4.3) 

这里α ，β 为光滑函数， 1g 是指在黎曼度量 g 下通过反循环结构 S 限制所给出的相关联度量。则称带有

结构 S 的黎曼流形 ( ), ,M g S 为近爱因斯坦流形。当 0β = 时，这种流形是爱因斯坦流形。 
在局部坐标系下与度量 g和度量 ĝ 对应的数量曲率如下 

ij
ijg R=  , ˆ ˆ ij

ijg R= .                                (4.4) 

定理 4.4. ( ), ,M g S 的黎曼曲率张量满足 ( ) ( ), , , , , ,R X Y SZ SU R X Y Z U= ，那么在度量 g 与度量 ĝ 下，

M 是近爱因斯坦流形。 
证明：根据(2.5)，(2.9)，(2.18)，(4.4)，数量曲率  与 ̂ 表达式如下 

( ) 11 12
1 3 6a b R bR
d

= − −   , ( ) ( )11 12
1ˆ 3 3 5 6 3

4
a b R a b R

d
= − + −   .           (4.5) 

由(4.5)可以得到 

( )

( )

11

12

ˆ ˆ3 4 4 2 3 4ˆ 2 2
3 3 3 6

ˆ ˆ5 3 2 2 4 2 3 4ˆ 3
6 3 3 6

a b bR a a b

b a a bR b b a

− − −
= + = + −

− − − −
= + = + −

   
 

   
 

,                (4.6) 

由(2.9)，(2.18)，那么(4.6)可以表示为 

11 11 11

ˆ ˆ4 2 3 4 ˆ
3 6

R g g− −
= +
    , 12 12 12

ˆ ˆ4 2 3 4 ˆ
3 6

R g g− −
= +
    .             (4.7) 

根据(4.2)和(2.9)，(2.18)，(4.7)有 

ˆ ˆ4 2 3 4 ˆ
3 6ij ij ijR g g− −

= +
    , 

即 

( ) ( ) ( )
ˆ ˆ4 2 3 4 ˆRic , , ,

3 6
X Y g X Y g X Y− −

= +
    .                   (4.8) 

证毕。 
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利用上述的证明方法，结合度量 g，可以得到以下推论。 
推论 4.5. ( ), ,M g S 的黎曼曲率张量满足 ( ) ( ), , , , , ,R X Y SZ SU R X Y Z U= ，在度量 g 与度量 g下，M

是近爱因斯坦流形。 
下面，我们结合比安基恒等式给出近爱因斯坦流形 ( ), ,M g S 中，系数α 和 β 的关系。 
定理 4.6.在反循环结构S与黎曼联络相容的前提下，一个带有反循环结构S的三维黎曼流形 ( ), ,M g S

的满足 ( ) ( ), , , , , ,R X Y SZ SU R X Y Z U= ，且里奇曲率满足 

( ) ( ) ( )ˆRic , , ,X Y g X Y g X Yα β= + ,                          (4.9) 

这里 ( ), ,C Mα β ∞∈  ， ( ) ( ) ( )ˆ , 2 , ,g X Y g X Y g X Y= −  。则 4α β+ 为常数。且 

2 1 3α α α∇ = ∇ +∇ , 2 1 3β β β∇ = ∇ +∇ .                        (4.10) 

证明：在局部坐标系下，度量 ĝ 的分量 

ˆ 2 t t h
ij ij it j it h jg g g S g S S= − + .                               (4.11) 

为了方便， ( )ˆn ij
g∇ 记为 ;ˆij ng ，则对 ( ), ,X Y Z C TM∞∀ ∈ 有 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,

2 , , ,

2 , , ,

2 , , ,

2 , , , ,

X X X

X X X

X X X

X X X

g Y Z X g Y Z g Y Z g Y Z

X g Y Z X g SY Z X g Y SZ

g Y Z g SY Z g Y SZ

g Y Z g SY Z g Y SZ

g Y Z g SY Z g Y SZ

∇ = − ∇ − ∇

 = − − 
− ∇ − ∇ − ∇  
− ∇ − ∇ − ∇  

= ∇ − ∇ − ∇

 

即 
ˆ 0g∇ = . 

在三维黎曼流形 ( ), ,M g S 中，里奇曲率满足 

( ) ( ) ( )ˆRic , , ,X Y g X Y g X Yα β= + . 

局部坐标系下的里奇曲率分量满足 
ˆij ij ijR g gα β= + .                                 (4.12) 

由 0g∇ = ， ˆ 0g∇ = 以及(4.12)有 

( ) ; ; ; ˆn ij n n ij n ijij
R R g gα β∇ = = + .                           (4.13) 

根据命题 4.1，有 ; ;
ˆ

ij n ij nR R= 。比安基第二恒等式为 

; ; ; 0ijkl n ijln k ijnk lR R R+ + = .                               (4.14) 

将 ˆjl ikg g ， ˆ jl ikg g ， jl ikg g ， ˆ ˆjl ikg g 分别作用于(4.14)两边，有 

( ) ( ); ; ; ;
5 13 0
4 4

k k t k k t
n n k n t n k n t nS S S S S Sα β α β+ − − + − = , 

( ) ( ); ; ;
1 1 0
2 4

k k t k k t
n k n t n k n t nS S S S S Sα α β− − + − = , 

( ); ; ;2 2 0k k t
n n k n t nS S Sα β β+ + − = , 

( ); ; ;
3 1 0
4 2

k k t
n n k n t nS S Sα β α+ − − = . 
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对上述式子进行化简，可以得到 

( ); ;
k k t

n k n t nS S Sα α= − , ( ); ;
k k t

n k n t nS S Sβ β= − , ; ;4n nα β= − .                (4.15) 

由(4.15)，通过指标求和可以得到(4.10)，以及 

( );4 0nα β+ = ,                             (4.16) 

即 4α β+ 为常数，证毕。 

4.2. 不同度量结构下的曲率关系 

在 ( ), ,M g S 中， pX T M∈ 。如果X是非零的，那么根据(2.6)，有 SX X≠ ± ，所以X与SX的夹角 ( )0,ϕ ∈ π 。 
定义 4.7. 如果在切空间 pT M 中一组基的形式是{ }2, ,X SX S X ，那么就叫这组基为 S 基底，也可看作

是向量 X 诱导了切空间 pT M 中的一个 S 基底。 
命题 4.8. 非零向量 { }1 2 3, ,X X X X= 诱导出切空间中一个 S 基底，当且仅当 

( ) ( ) ( )3 3 32 1 3 1 2 33 0X X X X X X− − − ≠ .                         (4.17) 

定义 4.9. 里奇曲率张量在非零向量 X 的方向上的值，为 

( ) ( )
( )

Ric ,
,

X X
r X

g X X
= .                                (4.18) 

命题 4.10. 在度量 g 和度量 ĝ 下， ( ), ,M g S 是近爱因斯坦流形，如果非零向量 X 诱导一个 S 基底，

那么在这个基底向量方向上的里奇曲率张量为 

( ) ( ) ( )2
ˆ3 4 cos

3 3
r X r SX r S X ϕ−

= = = −
   ,                     (4.19) 

这里 ( ),X SX ϕ∠ = 。 
证明：根据(2.8)，(2.16)，(4.8)可以得到 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
ˆ ˆ4 2 3 4 ˆRic , Ric , Ric , , ,

3 6
X X SX SX S X S X g X X g X X− −

= = = +
    .  (4.20) 

向量 X 诱导一个 S 基底， ( ) ( ), , cosg X SX g X X ϕ= ，由(2.8)，(2.16)得 

( ) ( )( )ˆ , , 2 2cosg X X g X X ϕ= − ,                         (4.21) 

结合(4.18)，(4.20)，(4.21)则可得到(4.19)，证毕。 
流形 ( ), ,M g S 在满足 ( ) ( ), , , , , ,R X Y Z U R X Y SZ SU= 的前提下，度量 g 和度量 ĝ 的数量曲率有着以

下关系。 
命题 4.11. 在度量 g 与度量 ĝ 下，流形 ( ), ,M g S 是近爱因斯坦流形，数量曲率满足 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1 3 2 2 3

2 1 3 1 3

3 1 2 2 1

ˆ ˆ3 4

ˆ ˆ3 4

ˆ ˆ3 4

= − + −

= − + + +

= − + −

    

    

    

,                            (4.22) 

这里 i ix
∂

=
∂


 ，
ˆ

î ix
∂

=
∂


 。 
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证明：由黎曼几何中对于数量曲率与里奇曲率的关系可以表示为 

1
2

k
k j jR∇ = ∇  ,                                    (4.23) 

这里 k ik
j ijR R g= 。如果流形 ( ), ,M g S 是近爱因斯坦流形，那么里奇曲率的表达式(4.8)成立。由(2.6)，(2.9)，

(2.16)可以得到 

( )
ˆ ˆ4 2 3 4 2

3 6
k k k t
j kj kj j t jR S S Sδ δ− −
= + − +
    .                     (4.24) 

由(2.10)，(4.23)有 

( )
ˆ ˆ4 2 3 41 2

2 3 6
k k tk k k k

j kj kj j t jS S Sδ δ
− −

= + − +
   

 .                   (4.25) 

又因为(2.6)，得(4.22)，证毕。 
命题 4.12. 在度量 g 与度量 g下，流形 ( ), ,M g S 是近爱因斯坦流形，数量曲率满足 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2 3 2 3

2 3 1 3 1

3 2 1 2 1

2

2

2

= − − −

= + − +

= − − −

 

 

 

    

    

    

,                          (4.26) 

这里的 i ix
∂

=
∂


 ， i ix
∂

=
∂






 。 

4.3. 反循环结构下的截面曲率 

设 , pX Y T M∈ 是两个不共线的切向量， ,X Y 所张成的二维子空间 [ ]X Y∧ 是黎曼流形 M 在 p 点的二

维截面。 
定义 4.13. 在黎曼流形 ( ),M g 中， p M∈ ，对 , pX Y T M∀ ∈ ，如果 

( ) ( ) ( )( )2
, , , 0g X X g Y Y g X Y− ≠ , 

那么 ( ),M g 在点 p 的二维截面 [ ]X Y∧ 的截面曲率可以表示为 

( ) ( )
( ) ( ) ( )2

, , ,
,

, , ,
R X Y X Y

K X Y
g X X g Y Y g X Y

=
−

.                      (4.27) 

非零向量 { }1 2 3, ,X X X X= 诱导切空间 pT M 的一个 S 基底，就有二维截面 [ ]X SX∧ ， 2X S X ∧  ，
2SX S X ∧ 。 

接下来讨论这些二维截面分别在条件(2.11)和(2.13)下的截面曲率关系。 
命题 4.14. 流形 ( ), ,M g S 满足 ( ) ( ), , , , , ,R X Y SZ SU R X Y Z U= ，如果非零向量 X 诱导 S 基底，那么

对于这些二维截面的截面曲率，有 

( ) ( ) ( )2 2, , ,K X SX K X S X K SX S X= = .                      (4.28) 

证明：由(2.11)，可得 

( ) ( ) ( )2 2, , , , , , , , ,R X Y Z U R X Y SZ SU R X Y S Z S U= = .                (4.29) 

根据(4.29)，对 X、Y、Z、U 进行替换，有 
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( ) ( ) ( )2 2, , , , , , , , ,R X SX X SX R X SX SX S X R X SX S X X= = − , 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2, , , , , , , , ,R SX S X SX S X R SX S X S X X R SX S X X SX= − = , 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2, , , , , , , , ,R S X X S X X R S X X X SX R S X X SX S X= − = − . 

由上述式子有 

( ) ( ) ( )2 2 2 2, , , , , , , , ,R X SX S X X R S X X X SX R S X X SX S X= = , 

即 

( ) ( ) ( )2 2 2 2, , , , , , , , ,R X SX X SX R SX S X SX S X R X S X X S X= = .              (4.30) 

由(2.8)可知 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2

2 2

, , ,

, , ,

g X X g SX SX g S X S X

g X SX g SX S X g X S X

= =

= = −
.                      (4.31) 

由(4.31)，可得 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2, , ,g X SX g SX S X g X S X= = ,                    (4.32) 

由于 ( )0,ϕ ∈ π ， 

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2, , , 1 cos 0g X X g X SX g X X ϕ− = − ≠ .                 (4.33) 

结合(4.27)，(4.30)，(4.31)，(4.33)，得(4.28)，证毕。 
命题 4.15. 流形 ( ), ,M g S 满足 ( ) ( ), , , , , ,R SX SY SZ SU R X Y Z U= ，如果非零向量 X 诱导 S 基底，那么

对于这些二维截面的截面曲率，有 

( ) ( ) ( )2 2, , ,K X SX K X S X K SX S X= = . 

证明：由(2.13)，得 

( ) ( ) ( )2 2 2 2, , , , , , , , ,R X Y Z U R SX SY SZ SU R S X S Y S Z S U= = .            (4.34) 

根据(4.34)，对 Y、Z、U 进行替换，有 

( ) ( ) ( )2 2 2 2, , , , , , , , ,R X SX X SX R SX S X SX S X R X S X X S X= = .           (4.35) 

结合(4.27)，(4.31)，(4.35)，得 ( ) ( ) ( )2 2, , ,K X SX K X S X K SX S X= = ，证毕。 

5. 带有反循环结构的李群 

在这一节中，讨论带有反循环结构 S 的李群，给出带有反循环结构的三维实连通李群是近爱因斯坦

流形的例子。 
首先，考虑一个 ( )0,3 型基本张量 F 以及两个 1-形式 

( ) ( )( ), , ,XF X Y Z g Y Z= ∇  ,                            (5.1) 

( ) ( ), ,ij
i jX g F e e Xθ = ， ( ) ( ), ,ij

i jX g F e Se Xω = .                   (5.2) 

可以看出 ( )( ) ( )( ), ,X Xg Y Z g Z Y∇ = ∇  ，即 

( ) ( ), , , ,F X Y Z F X Z Y= .                            (5.3) 
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根据(5.1)可以得到基本张量 F 在局部坐标系下的分量 ijkF ，结合基本张量 F 的分量 ijkF 以及两个 1-形式，

通过计算可以得到以下关系 

( )1
3ijk ij k ik j ij k ik jF g g g gθ θ ω ω= + + +  . 

定理 5.1. 张量 F 满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 , , , , , ,F X Y Z g X Y Z g X Z Y g X Y Z g X Z Xθ θ ω ω= + + +  ,      (5.4) 

这里 ( ), ,X Y Z C TM∞∈ 。 
G 是一个三维实连通李群，且李代数 g是它的左不变向量场集合，李代数 g的基底是{ }1 2 3, ,e e e 。在

G 中引入一个反循环结构 S，且满足 

1 2Se e= , 2 3Se e= , 3 1Se e= − ,                            (5.5) 

( ),ij i j ijg g e e δ= = .                                (5.6) 

流形 ( ), ,G g S 对于等式(2.7)，(2.8)是成立的。关于李括号积满足 

[ ]1 2 12, k
ke e C e= , [ ]2 3 23, k

ke e C e= , [ ]1 3 13, k
ke e C e= , { }1,2,3k = ,          (5.7) 

这里 k k
ij jiC C= − ，且 ( );k

ijC C G∞∈  。根据(5.6)，(2.15)，度量 g的分量如下 

0 1 1
1 0 1
1 1 0

ijg
− 

 =  
 − 

 .                                 (5.8) 

利用 Koszul 公式 

( ) ( ) [ ]( ) ( )2 , , , , , , ,
ie j k i j k k i j k j ig e e g e e e g e e e g e e e   ∇ = + +    .                     (5.9) 

可以得到
ie je∇ ， { }, 1, 2,3i j∈ 的表达式如下 

1

1 1
1 12 2 13 3e e C e C e∇ = − − , 

2

2 2
2 12 1 23 3e e C e C e∇ = − , 

3

3 3
3 13 1 23 2e e C e C e∇ = + , 

( )1

1 3 2 1
2 12 1 12 13 23 3

1
2e e C e C C C e∇ = + − − , ( )1

1 1 2 3
3 13 1 23 13 12 2

1
2e e C e C C C e∇ = + + − , 

( )2

2 1 2 3
1 12 2 23 13 12 3

1
2e e C e C C C e∇ = − − + + , ( )2

2 1 2 3
3 23 2 23 13 12 1

1
2e e C e C C C e∇ = + + + , 

( )3

3 1 2 3
1 13 3 23 13 12 2

1
2e e C e C C C e∇ = − + − − , ( )3

3 2 3 1
2 23 3 13 12 23 1

1
2e e C e C C C e∇ = − + + − . 

由(5.1)和
ie je∇ 的表达式，可以得到基本张量 F 的分量 ijkF 的第一种表达式以及 1-形式 kω 和 kθ 的表达式。

然后根据定理 5.1 张量 F 的表达式，给出基本张量 F 的分量 ijkF 的第二种表达式。 
根据两种表达式相等，可以得出以下关系 

1 2 3
12 13 23C C C= − , 2 3 1

12 13 23C C C= + , 3 2 1
12 23 13C C C= − .                    (5.10) 

现在假设反循环结构 S 在李代数 g中关于李括号积满足 

, ,i j i je e Se Se  =    .                                (5.11) 

那么就有以下命题， 
命题 5.2. 三维李群 ( ), ,G g S 在李括号满足条件(5.11)下，这个李群是一个近爱因斯坦流形。 
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证明：李群满足条件(5.11)，可以得到 

[ ] [ ] [ ]1 2 2 3 1 3, , ,e e e e e e= = .                            (5.12) 

由(5.7)，(5.12)有 
1 1 1
12 23 13C C C= = , 2 2 2

12 23 13C C C= = , 3 3 3
12 23 13C C C= = .                   (5.13) 

令 1
12Cλ = ， 2

12Cµ = ， 3
12Cη = ，那么(5.12)可以表示为 

[ ] [ ] [ ]1 2 2 3 1 3 1 2 3, , ,e e e e e e e e eλ µ η= = = + + .                    (5.14) 

又由(5.10)可知， λ µ η= − 。根据(5.9)给出
ie je∇ 的表达式 

1 1 2 3e e e eλ λ∇ = − − , 
1 2 1 3e e e eλ λ∇ = + , 

1 3 1 2e e e eλ λ∇ = + ,  

2 1 2 3e e e eµ µ∇ = − − , 
2 2 1 3e e e eµ µ∇ = − , 

2 3 2 1e e e eµ µ∇ = + ,                   (5.15) 

3 1 3 2e e e eη η∇ = − + , 
3 2 3 1e e e eη η∇ = − + , 

3 3 1 2e e e eη η∇ = +  

将上述
ie je∇ 的表达式代入公式 ( ) ( ) ( )i i ie j e j e jSe S e S e∇ = ∇ + ∇ ，经过计算可以得到 ( ) 0

ie jS e∇ = ，即

0S∇ = 。再由命题 2.5 和命题 3.2，有 

1212 1313 2323 1213 1223 1323R R R R R R= = = = = . 

再结合(2.1)，(2.2)，(5.6)，(5.14)和(5.15)，可以得到 
2 2 2

1212 1313 2323 1213 1223 1323R R R R R R λ µ η= = = = = = + + .                  (5.16) 

通过计算得到里奇曲率的分量 

( )2 2 2
11 22 33 2R R R λ µ η= = = − + + , ( )2 2 2

12 23 13R R R λ µ η= = − = − + + .               (5.17) 

进一步得到的数量曲率 和 如下 

( )2 2 26 λ µ η= − + + , ( )2 2 26 λ µ η= − + + .                    (5.18) 

根据(5.6)，(5.8)，(5.17)，(5.18)，里奇曲率张量满足 

( ) ( ) ( )2Ric , , ,
3 6

X Y g X Y g X Y−
= +





   . 

所以带有反循环结构的三维李群 ( ), ,G g S 是近爱因斯坦流形。 
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