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摘  要 

Faà di Bruno’ formular的相关研究一直处于停滞状态，之后，由于Faà di Bruno在其它方面的应用，

Lukacs开始将Faà di Bruno用于数学统计学；罗曼用umbral calculus的定理对Faà di Bruno方程进行了

再论证，Constantine利用Faà di Bruno扩展了关于集合划分的恒等式，并给出了它的概率说明，Chu利
用Faà di Bruno获得了一系列的行列式，Chou，Hsu和Shiue利用Faà di Bruno构造了一种具有互逆性的

函数，由此推导了一组恒等方程，然而并没有有关用Fáa di Bruno’s公式求组合恒等式以及进行对称群

及集合分割上的组合数的研究存在。本文使用Fáa di Bruno’s公式求组合恒等式以及进行对称群及集合

分割上的组合数的研究，通过Faà di Bruno得到了各种著名组合数的恒等式，含括Catalan数，第一类及

第二类Stirling数，q-二项式系数···等，及Faà di Bruno在计数上的应用；在第二节中，我们利用Faà di 
Bruno得到了多种组合数的恒等式；在第三节中，我们由第一类及第二类Stirling数、错排数、Bell数的

指数生成函数用Faà di Bruno导出的恒等式获得这些数的组合意义，得到一些限制置换中圈结构和限制

集合分割的子集大小的结果。 
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Abstract 
The research on Faà di Bruno has been in a stagnant state. Later, because of the application of Faà 
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di Bruno in other aspects, Lukacs began to use Faà di Bruno in mathematical statistics; Roman 
demonstrated the Faà di Bruno equation again by using the theorem of umbral calculus. Constan-
tine extended the identity of set partition by using Faà di Bruno and gave its probability explana-
tion. Chu obtained a series of determinants by using Faà di Bruno, Chou; Hsu and Shiue used Faà di 
Bruno to construct a kind of reciprocal function, and derived a set of identity equations from it. 
However, there is no research on finding combinatorial identities by using Fáa di Bruno’s formula 
and on the number of combinations on symmetric groups and set partitions. Faà di Bruno's for-
mula was used to find the combinatorial identity, and the combinatorial numbers on symmetric 
groups and set partitions were studied. In this paper, the identities of various famous combina-
torial numbers, including Catalan numbers, the first and second Stirling numbers, q binomial coef-
ficients, etc., and the application of Faà di Bruno in counting were obtained through Faà di Bruno; 
In the second section, we use Faà di Bruno to obtain the identities of multiple combinatorial num-
bers; in the third section, we obtain the combined meanings of Stirling numbers, staggered num-
bers and Bell numbers from the exponential generating functions of the first and second types of 
Stirling numbers with the identities derived from Faà di Bruno, and the subset size of set parti-
tions can be obtained. 
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1. 引言 

现代数学可以分为两大类：一类是研究连续对象的，如分析、方程等；另一类就是研究离散对象的

组合数学。微积分以及现代数学的发展，为现代工业的发展打下了坚实的基石[1]。而组合数学的发展，

为本世纪电脑的变革打下了坚实的基石。从十七世纪到十八世纪，组合数学和随机运算的发展，到了十

九世纪，它已经彻底地颠覆了传统的概念，产生了一种全新的、充满活力的新的数学派别[2]。因此，组

合数学的发展，使传统的数理学科成为了以解析与代数为主导的学科。尤其是随着计算机越来越多地渗

透到各行各业，除了数字运算之外，也出现了许多快速发展的非数字运算方法，这些方法大多采用了合

成方法[3]。 
在计算机科学、编码与密码学、物理等领域，都有着举足轻重的作用。化学、生物等学科都具有很

大的实用价值，即计算科学[4]。计算机的运算方法只是一个离散的物体，而不是一个数字，它的科学就

在于它的结合，它给人一种感觉，就像它有思想一样，因此，它的计算方法就成为了计算机的中心[5]。
在商业经营、运输计划、作战指挥、财务分析等方面，美国有一间公司以组合数学为名；他们运用了综

合数学的理论，以增加公司经营的收益，这个公司做的很好，另外，实验设计也是一个很实用的课题，

其主要的数学理论是结合的。美国已经有一些专业公司，在此基础上，对其进行了研究[6] [7]。近年来，

一名德国知名的复合数学家运用复合数论对药品结进行了深入的探讨，为医药企业节约了成本。简而言

之，组合数学的基础理论与实践，涉及计算机科学，生物学，化学；心理学，金融和基因工程学的最新

的运用，其范围十分广阔。 
本文首先研究使用 Faà di Bruno 公式求组合恒等式，然后进行对称群及集合分割上的组合数的研究，

最后对论文进行总结，发觉 Faà di Bruno 公式的应用前景。由于本文研究偏理论研究，因此将不使用仿
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真例子进行研究，后续可在此基础上进行相关深入的研究。 

2. 用 Faà di Bruno 求组合恒等式 

对任意给定幂级数 ( ) 0
n

nnt a tφ ∞

=
= ∑ ，以

n
φ 
 
 

表示 nt 的系数，即 ( )
0

n

n
t t

n
φ

φ
≥

 
=  

 
∑ 。 

假设 f 有反函数，考虑复合函数 ( )( )f tφ 和 ( )( )( )1f f tφ−
  ，Chou，Hsu 与 Shiue 将 Faà di Bruno

改写，得到下列两个式： 
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因为
f
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φ 

 
 



和
n
φ 
 
 

在(1)和(2)中所处的地位恰好相反，称这两条恒等式为一组互逆关系式。特别地，

考虑 ( ) exf x = ， ( ) 0
n

nnt a tφ ∞

=
= ∑ ，令 n

f
b

n
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=  
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，若 ( )0 0φ = ，则由(1)和(2)有以下互逆关系： 
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定理 1 对任意正整数 n，有互逆关系 
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定理 2. 对任意正整数 n，r，有互逆关系 
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证明：令 ( ) exf x = ， ( ) ( )( ) ( )
1ln

1 1 2 1
t
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故而 ( ),i
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b S r i r
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另一方面因为 
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观察 nt 的系数可得 
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根据 Faà di Bruno (4)可以得到 
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等号两边同乘 n 即得第一条恒等式；由 Faà di Bruno 的(3)可得第二条恒等式 
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注 1. 除了上述定理外，连续整数的幂次和与 ( ),S n k 还有以下关系 

( )
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n n n

k

r
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定理 3. 对任意整数 n，r，有互逆关系。 
由 Faà di Bruno 的(4)可得第二个恒等式。 

3. 对称群及集合分割上的组合数 

这一节，将由已知的第一类及第二类 Stirling 数、Bell 数、错排数的指数生成函数出发，利用 Faà di 
Bruno 推导出这些数的组合意义，从而可用 Faà di Bruno 求出错排数及 Bell 数加上更多限制的生成函数。

首先，先考虑第一类 Stirling 数 ( ),S n k 及错排数 Dn。 
对称群 Sn中的每一个置换皆可唯一分解成互斥圈的乘积。若一个置换分解成互斥圈后，长度为 i 的

圈有 ki个 ( )1,2, ,i n=  ，则称这个置换是属于 1 21 2 nkk k n 型的置换。 
下面是已知的事实： 
给定非负整数 1 2, , , nk k k ，则 Sn中 1 21 2 nkk k n 型置换的个数为 

1 2
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!
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                                   (5) 
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证明：取 ( ) ( )lnf x x= 、 ( )
( )
1

e 1tt
t

φ =
−

，显然 ( )0 0f φ = 。由于 ( )tφ 的 nt 项系数为
!
nD

n n
φ 

= 
 
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，故而，由 Faà di Bruno(4)可知 
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注 4：定理 4 的恒等式可直接由错排数本身的定义得到，由(5)可知定理 4 中连加符号内的被加项分

别为 1 21 2 nkk k n 型置换及 201 2 nkk n 型置换的个数。 
先观察定理中的置换，这些置换所对应的 ( )1 2, , , nk k k 为 ( ),n rσ 内的元素，从而 ( )1 2, , , nk k k 必须

满足 
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另一方面，对所有1 i n≤ ≤ ， ik 代表长度为 i 的互斥圈的个数，所以 1 2 nk k k r+ + + = 代表互斥圈的

总数为 r，而 1 22 nk k nk n+ + + = 则代表这个置换是 nS 中的元素，因此 ( ) 1 2,
1 2

!
1 !2 ! !nkk kn r
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k k n kσ∑



可以解

释为 nS 中互斥圈总数为 r 的置换的个数，于是得到了组合学中广为人知的 ( ),S n r 的组合意义： nS 中互

斥圈总数为 r 的置换的个数。 
而定理 4 中的置换对应的 ( )1 2, , , nk k k 需满足 

( )
1

1 2

1 2

0
1

2
n

n

k
k k k k k n
k k nk n

=
 + + + = ≤ ≤
 + + + =





 

其中因为 1 0k = ，这些置换分解成相斥圈后，都不具有长度为 1 的圈，换句话说就是没有固定点，因此 

2
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k k nk n

n
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∑
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

为 Sn的所有置换中，不具有固定点的置换的个数，用比较贴近生活的言语表

达即是： 
有 n 个人参加宴会，每个人各戴一顶帽子，宴会进场时，n 人皆将帽子交给服务生，宴会结束后 n

人拿回帽子，没有人拿到自己帽子的情况的个数。 
这就是错排最初被提出时的问题。 
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取 ( ) ( )lnf x x= 、 ( )
( )
1

e 1tt
t

φ =
−

，显然 ( )0 0f φ = 。由于 ( )tφ 的 nt 项系数为
!
nD

n n
φ 

= 
 
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因为 ( ) ( )
2 3

ln 1
2 3
t tf t t tφ = − − − = + +   

由定理 4 证明的过程中，发现利用 Faà di Bruno 得到的等式可以更进一步的探讨错排的问题。 

回顾当时的证明，取 nD 的指数生成函数 ( )
( )
1

e 1tt
t

φ =
−

、 ( ) ( )lnf x x= ，所以 

( ) ( )
2 3

ln 1
2 3
t tf t t tφ = − − − = + + ，因为
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1ln
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的 t 系数， 0
1

f φ 
= 

 



迫使 

1 0k = 代表置换中长度为 1 的圈的个数为 0，因为，可以得到此类置换的个数。 

现在观察 ( )tφ ，首先注意到因为
2 3

2 31 1 1 2! 3!
1 2! 3!

t tt t t t
t
= + + + + = + + + +

−
 。 

所以
1

1 t−
为对称群元素个数 nS 的指数生成函数，而由先前讨论可知，

1
1 t−

乘上 e t− 后使得具有长度 

1 的圈被排除而得到 nD 的指数生成函数，因此猜测经由乘上 e 的幂次也能排除具有其他长度圈的置换。 
定理 5. 对任意正整数 n， 
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证明：取 ( ) exf x = 、 ( ) e 1ttφ = − ，显然 ( )0 0φ = 。对所有正整数 i 
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利用 Faà di Bruno 的(3)得
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1 2

1
! 1! ! 2! ! ! !n

n
k k k

n n

B
n k k n kσ

= ∑


。 

等号两边同时乘以 !n 得到
( ) ( ) ( )( ) 1 2
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!
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nB
k k n kσ

= ∑

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注 8. 定理也可以直接由 Bell 数的定义把定理从 r = 1 到 r = n 的情况加起来得到，但这里由其生成函

数出发，利用 Faà di Bruno 也能导出相同的结论。 

定理中连加符号内的被加项为
( ) ( ) ( )1 2

1 2

!
1! ! 2! ! ! !nk k k

n

n
k k n k

。 

可知其恰为将 n 元集合分割成 ki 个 i 元子集(1 ≤ I ≤ n)的方法数，定理中每一个被加项对应到的

( )1 2, , , nk k k 都是 ( )rσ 里的元素，即必须满足 

1 2

1 22
n

n

k k k r
k k nk n
+ + + =

 + + + =





 

所以可以将每一个被加项都视为一个分割， 1 2 nk k k r+ + + = 表示这个分割的子集合总数，

1 22 nk k nk n+ + + = 则代表被分割的集合里有 n 个元素，因此可以解释成将 n 元相异集合分割成 r 个子

集的方法数，于是得到一般熟知的 ( ),S n r 的组合意义—将 n 元相异集合分割成 r 个子集合的方法数。又

因为 ( ) ( )0
,n

k
n n kσ σ

=
=


，立即可以得到 Bn的组合意义—分割 n 元相异集合的方法数。 
因为定理的启发，利用类似于定理中排除有某些特定长度圈的置换的方法，也可以用来限制分割集

合时产生的子集大小，结果如下： 
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给定一集合 P N⊂ 。一个 n 元集合若分割成子集后不具有元素个数为 j P∈ 的子集时，称此种分割

为“P 免除分割”。 

4. 总结 

代数组合学是组合数学中最重要的分支之一，它有着丰富的内容和广泛的应用，著名的 Faà di Bruno
公式，Bell 多项式以及对称群循环指标是代数组合学中重要的组成部分，三者息息相关，密不可分[8]。
Faà di Bruno 公式起源可以追溯到十九世纪，其主要是解决复合函数的高阶求导问题，很多数学家曾对此

作出过贡献：Scott，Meyer，Hoppe，Faà di Bruno 等等。Faà di Bruno 公式有很多种表达形式，最常见的

是用 Bell 多项式来表示，然而，事实上，Bell 多项式本来是集合分拆的数学工具，与 Faà di Bruno 公式

并无直接联系，后来，Riordan 发现 Bell 多项式非常适合对 Faà di Bruno 的表达。 
同样运用 Faà di Bruno 公式，王兴华证明了对于复多项式，Halley 族迭代的所有额外不动点都是斥性

的。该结果比之前的发现要早六年解决其中的问题。Faà di Bruno 公式也被应用到曲线插值的误差估计上，

Floater 和他的合作者研究了参数选择在插值逼近阶上的影响，证明了弦长参数值的三次及三次以上多项

式能够饱和逼近曲线，井且给出了相应的算法．该算法也能够被用来估计曲线的长度[9]。另外，王兴华

通过利用 Bell 多项式和对称群的循环指标，建立了同时获得多项式所有根的并行和区间迭代．该结果成

为文献的主要部分，另外，UlrichAbel 和 Mircea Ivan 把 Bell 多项式运用到了区间趋向于零时差商的澈分

中值定理的渐进展开上面。 
一个复合函数的高阶导数是什么？至今最好的答案就是 Faà di Bruno 公式，从 Gousat 和 ValleePoussin

的著作中可以看到，曾经 Faà di Bruno 公式被认为是实分析中的一个结果。而 Riordan 和 Comtet 把它看

作是代数组合学的一部分，Faà di Bruno 公式广泛地出现在整数拆分、数学统计、矩阵理论、有限差分的

微积分学、科学计算、对称函数等各个领域中。 
Faà di Bruno 公式有着悠久的历史。Faà di Bruno 曾经把他的公式发表在期刊上，两者都是在 1855 年

的 12 月份，文章较短，本质上基本相同。现在常见的 Faà di Bruno 公式有三种形式分别是集合分拆形式，

Bell 多项式形式和行列式形式。事实上，根据 Lukacs 关于函数高阶导数的显式表达问题，最早在 1810
年 Lacriox 的关于微积分的论文中已经提到[10]。除了 Faà di Bruno 公式，曾经已有不少数学工作者给出

了各种类型的表示，Johnson 在他的文章中列出了四种有关复合函数高阶导数的表达式，即分别是 T.A.，
Scott，Meyer 和 Hoppe 公式。自从 Faà di Bruno 公式第一次出现以后，对它的各种证明不断涌现，而且，

Faà di Bruno 公式被广泛地应用到数学的各个领域。同时也出现了与其相关的一系列恒等式，随着问题的

深化 Faà di Bruno 公式也进一步发展为多变量的情形和 q 的形式。 
对称群的循环指标多项式是表现力极强的解析工具，有很大一类超越函数可以用对称群的循环指标

多项式予以表示。王兴华利用对称群的循环指标多项式建立了一族求多项式所有零点的并行迭代。后来，

王兴华给出了数值分析中经典的 Hermite 插值的对称群循环指标表示，可以看到 Hermite 插值可以被对称

群循环指标表达得十分简单明了。人们对对称群的循环指标多项式重视程度还是不够，没有真正认识到

它的重要性，比如拿十分优秀的数学手册来说，尽管其第 24 章组合分析中已经介绍了对称群的循环指标

多项式，但是很少把它作为一种工具使用对于王兴华等人的结果完全可以列入第 25 章插值，数值微分和

数值积分中。 
差商是数值分析中很重要的一部分内容，特别是对样条理论的发展一直扮演著主要角色众所皆知，

在 B 样条的递归关系中，它是一个基本工具。商有很多种定义方法，通常把它当作是牛顿插值的系数或

者直接通过递归来定义。差商有多种表示方式，常见的有行列式比表示、Peano 核表示方式、围道积分形

式和 Genocchi-Hermite 表示形式。由于差商在数值分析中的重要性，所以一直以来许多作者对其性质和

https://doi.org/10.12677/pm.2022.1212240


沈萍 

 

 

DOI: 10.12677/pm.2022.1212240 2238 理论数学 
 

应用的研究从未间断过早期，对差商性质的应用多见于数值微分上，如上世纪九十年代，Powers 等人研

究了两种微分中值定理的渐进性质。第一种是与差商相关的形式，第二种是推广的 Flett 中值定理。2004
年，UlrichAbel 等人根据差商推广了该定理。同样利用差商的性质，Horwitz 研究了另一种类型的中值的

极限行为近来，杨专门对差商的性质进行了讨论，并把它们应用到基于第二类 Chebyshev 多项式零点的

数值积分公式上。Floater 在中给出了差商展开的误差，在此基础上，C.deBoor 给出了差商的差商展开进

一步，王兴华与其合作者得到了数值差商的一些结果，用一组节点的差商来表示同一个函数的给定节点

的差商，当给定节点比较密集因而在其上的差商难以直接计算时，把它用另一组由自己选取的较为疏朗

的节点上的差商表示出来，以便能顺利的进行数值计算。有趣的是，Adell 等人应用上面的一系列结果于

统计之中。 
在参变量多项式插值的研究中，需要估计一个复合函数 h f g=  差商的界，王兴华和 Floater 分别用

不同的方法独立的解决了该问题，并且，把该公式应用到行列式恒等式上，从而得到了一系列漂亮的组

合恒等式。 
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