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摘  要 

本文主要研究由正定整格构造的格顶点算子超代数的自同构群的结构，通过正定整格的中心扩张得出的

等距自同构和格顶点算子超代数的结构以及李代数的共轭定理，证明出格顶点算子超代数的自同构群是

内导子诱导的自同构群与正定整格的等距自同构诱导的自同构群的积。 
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Abstract 
This paper aims to give a total description of the automorphism group of the vertex operator su-
peralgebra associated to a positive definite integral lattice. By the isometries coming from the 
centrale extension of the positive definite integral lattice, the structure of the lattice vertex oper-
ator superalgebra and the conjugacy theorem from Lie algebra, we get that the automorphism group 
of the lattice vertex operator superalgebra is the product of the automorphism group deduced 
from inner derivations and the automorphism group deduced from isometries of the lattice. 
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1. 引言 

1986 年，Bocherds 在[1]中首次提出了顶点算子代数(Vertex operator algebra, VOA)的概念，随后

Frenkel-Lepowsky-Meurman 在《Vertex Operator Algebras and the Monster》这本书中系统发展了顶点算子

代数的理论[2]。顶点算子代数的概念是在研究最大的离散单群——魔群(Monster)和月光猜想(Moonshine 
monjecture)才提出来的。最后研究得出魔群同构于月光模(Moonshine module)的自同构群，月光模也叫做

月光顶点算子代数(Moonshine VOA) [2]。 
对由正定偶格构造的格顶点算子代数 LV 已经有很多研究： LV 的所有不可约模[3]， LV 的正则性[4]，

LV 的一种刻画[5]，格顶点算子代数的自同构群[6]。本文将要确定由正定整格构造的格顶点算子超代数的

自同构群。 
目前我们已经知道一些顶点算子代数的自同构群的结构，比如：月光顶点算子代数V   [2]，由正定

偶格构造的格顶点算子代数 LV  [6]， LV 的子代数 LV +  [7] [8]，有限生成的顶点算子代数[9]，与仿射李代

数最高权表示有关的顶点算子代数[10]，与编码相关的顶点算子代数[11]，汉明码顶点算子代数(Hanming 
code VOA) [12]，还有一些特殊的例子[13]。 

对于格顶点算子超代数也有与格顶点算子代数相对应的结论。设 V 是一个没有负分次、权为零的子

空间维数是一的顶点算子超代数，则权为一的子空间是一个李代数，它的李括积定义为 [ ] 0,u v u v= ， 
,u v V∈ ，其中 0u 是顶点算子 ( ) 1, n

n
n

Y u z u z− −

∈

= ∑


的分量。那么就有 0
1e |uN u V= ∈ 是 V 的自同构群 

( )Aut V 的正规子群。如果 ( )Aut V N 确定了，那么 ( )Aut V 也就确定了。本文将证明 ( )Aut LV N 同构于

正定整格 L 的等距自同构群 ( )O L 的一个商群。 
本文所证明的格顶点算子超代数的自同构群 ( )Aut LV 的结构对于理解一般顶点算子超代数的自同构

群有重要意义。在文章[9]中有用到格顶点算子代数的自同构群[6]的证明思想最终证明了有限生成顶点算

子代数的自同构群。在本文证明格顶点算子超代数的自同构群的结构之后，同样的也可以考虑证明有限

生成的顶点算子超代数的自同构群的结构。 
本文的结构安排如下。在第 2 节，给出顶点算子超代数及其自同构群的定。整格的中心扩张和格顶点

算子超代数的集体构造分别在第 3 节和第 4 节给出。第 5 节主要是为了给出格顶点算子超代数的具体结构。 

2. 预备知识 

设 0 1V V V= ⊕ 是任意的 2 -分次向量空间。 0V  (resp。 1V )中的元素分别叫偶的(resp.奇的)。对于任意

的 , 0,1iv V i∈ = ，定义 v i= 。 

定义 2.1 [2] [14] [15]顶点算子超代数(VOSA)是一个四元组 ( ), ,1,V Y ω 带有
1
2
分次： 

0 1
1
2

n
n

V V V V
∈

= = ⊕⊕


 

其中 0 n
n

V V
∈

= ∑


, 1
1
2

n
n

V V
∈ +

= ∑


，满足 dim nV < ∞和当 m 充分小时 0mV = 。 0V∈1 叫做 V 的真空向量(vacuum 

vector)， 2Vω∈ 叫做 V 的共形向量(conformal vector)，Y 是一个线性映射： 
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( ) 1, ,EndV V z z−→  

 
 

 

( ) ( )1, End ,n
n n

n
v Y v z v z v V− −

∈

= ∈∑


  

对于 ,u v V∈  and ,m n∈，满足以下公理： 
1)当 n 充分大时， 0nu v = ，  
2) ( ), idVY z =1 ， 

3) ( )
 

,Y v z V z∈1 ， ( )
0

lim ,
z

Y v z v
→

=1 ， 

4) ( ) ( ) 2, n

n
Y z L n zω − −

∈

= ∑


的分量算子满足中心荷为 c∈的 Virasoro 代数关系式， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3
,0

1, ,
12 m nL m L n m n L m n m m cδ += − + + −    

( ) 10 , ,
2nV

L n n= ∈   

( ) ( )( )d , 1 , ,
d

Y v z Y L v z
z

= −  

5) Jacobi 恒等式：对于 2 -齐次元素 ,u v V∈ 有， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

1 11 2 2 1
0 1 2 0 2 1

0 0

1 1 0
2 0 2

2

, , 1 , ,

, , .

uvz z z zz Y u z Y v z z Y v z Y u z
z z

z z
z Y Y u z v z

z

δ δ

δ

− −

−

   − −
− −   −   

 −
=  

 

 

 

其中 ( ) n

n
z zδ

∈

= ∑


和 ( )n
i jz z− 展开式规定为 jz 的非负次数展开。 

定义 2.2 [2] [6] [15]顶点算子超代数 V 的线性自同构，保持1和ω 不变，满足 g 与 ( ),Y v z 在 V 上的作

用相容，即 

( ) ( )1, ,gY v z g Y gv z− =  

其中 v V∈ ，则称 g 为 V 的自同构。V 的全体自同构的集合记做 ( )Aut V 。 
从上述定义中我们不难发现 V 的自同构保持齐次空间 nV 不变，自然也保持 0 1, ,iV i = 不变。注意到顶

点算子超代数 V 总是有一个特殊的自同构 ( )1 vv vσ = −


，这个自同构与 V 的顶点算子超代数结构有关，并

且此自同构与其他自同构可交换，这说明σ 是 ( )Aut V 的中心元素。 
设 2l∈ ，令 ( ) ( ){ }2End End | ,j l jlV F V F V V j+= ∈ ⊂ ∈ 。 
定义 2.3 [2] [6] [9] [15]顶点算子超代数 V 的一个自同态 ( )End lD V∈ 满足 

( ) ( ) ( ) ( )1 , , ,lj
n n jnD u v Du v u Dv u V v V n= + − ∈ ∈ ∈  

和 ( ) 0D ω = ，则称 D 为顶点算子超代数的一个导子，导子的全体记为Der V 。如果 0l = ，则称导子

D 为偶的，否则称为奇的。偶导子的全体记为 ( )0Der V 。 
上述定义包含了 D 保持其次空间 nV 不变，自然也保持 0 1, ,iV i = 不变。此处有一个简单的事实，若

( )0Der D V∈ ，则 eD 在 V 中收敛，因此它是良定义的。 
注记 2.4 通过顶点算子超代数 V 的自同构的定义可以直接验证 eD  ( ( )0Der D V∈ )是 V 的一个自同构。 
如果 1u V∈ ，那么 0u 是 V 的一个偶导子，称这类导子为内导子。从上述注记中可以看出 0eu 是一个自 

https://doi.org/10.12677/pm.2022.124053


崔志广 

 

 

DOI: 10.12677/pm.2022.124053 476 理论数学 
 

同构。将这类自同构计作 0
1e |uN u V= ∈ 。由于 ( ) ( )0 01 1 1

0 0
1 1e e
! !

n uu n

n n
u u

n n
σσ σ σ σ σ σ− − −

∈ ∈

 
 = = =
 
∑ ∑
 

和 

( ) 1u Vσ ∈ ，其中 ( )Aut Vσ ∈ ，我们得出 N 是 ( )Aut V 的正规子群。 

3. 正定整格的中心扩张 

设 L 是一个正定整格。设正合列 
ˆ1 1 1L L→ ± → → →  

是由 L 通过循环群 1± 得到的中心扩张，并且有交换子映射(commutator map)，其中 , Lα β ∈ 。选择一

个映射(section) ˆ:e L L→ 使得 0 1e = ，其中对于 Lα ∈ ，记 ( )e eα α= 。设 : 1L L× → ± 是对应的 2-循环

(2-cocycle)，然后有 ( ) ( ) ( ) ,, , 1 α βα β β α = −  ， ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,α β α β γ β γ α β γ+ = +    和 ( ),e e eα β α βα β +=  ，

其中 , , Lα β γ ∈ 。 
设 

( ) ( ) ( ) ( ){ }Aut Aut | , , , , ,c L c c Lσ σα σβ α β α β= ∈ = ∈  

则有提升性质[2] 

( ) ( ) ( ) ( )ˆ1 Hom , 2 Aut Aut 1 .L L c→ → → →  正合                     (1) 

事实上， 

( ) ( ) ( )rankHom , 2 2 .LL ≅     

L 的等距自同构定义为  

( ) ( ){ }Au | ,t , , , .O L L Lσ σα σβ α β α β= ∈ = ∈                      (2) 

随后可以得到 

( ) ( ) ( ){ }ˆ ˆAut |O L L O Lσ σ= ∈ ∈                             (3) 

是 ˆAut( )L 的子群。 
通过(1)我们可以得出 ( )Hom , 2L   是 ( )ˆO L 的子群，并且 

( ) ( ) ( )ˆ1 Hom , 2 1L O L O L→ → → →   

是一个正合列。 

4. 格顶点算子超代数的构造 

为了构造与正定整格 L 相关的格顶点算子超代数 LV ，需要引入向量空间 L= ⊗


h 并且将 L 的 -
双线性型 ,⋅ ⋅ 通过 -线性拓展到h。将h看作是一个可交换的李代数，再考虑其仿射李代数 

1ˆ , .t t c− = ⊗ ⊕  h h  

ĥ的李括积定义为 

,0, , ,m n
m nt t m cα β α β δ +⊗ ⊗ =    

[ ], 0,c =h  

其中 ,α β ∈h， ,m n∈。 
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令 

[ ] 1 1ˆ ˆ, .t t t t+ − − − = ⊗ = ⊗   h h h h  

我们注意到 ˆ+h 和 ˆ−h 是 ĥ的两个交换子代数。 
ĥ的子代数 

ˆ ˆ ˆ c+ −= ⊕ ⊕


h h h  

是一个 Heisenberg 代数。设 ( )U −h 和 ( )S −h 分别是 −h 的范包络代数与对称代数，则有代数同构

( ) ( )U S− −≅h h 。 
下一步，把看作是一维 [ ]t c⊗ ⊕ h -模，其中 [ ]t⊗h 在的作用是平凡的，c 在的作用是乘

1。这样我们就可以构造诱导 ĥ -模 

( ) ( ) [ ] ( ) ( )ˆ ˆ1 linearly .t cM U S −
⊗ ⊕= ⊗ ≅
 



h
h h  

( )1M 的顶点算子代数结构由 

( )( ) ( ) ( ) 11 , n

n
Y h z h z h n z− −

∈

− = = ∑


 

决定，其中 h∈h。对于 ( )1M 中一般元素 ( ) ( ) ( )1 1 2 21 1 1s su h n h n h n= − − − − − − ，顶点算子定义为 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1 11, ,

sn n sMY u z Y u z h z h z° °
° °= = ∂ ∂ , 

其中
1 d

! d

i

i

n

n
in z
 ∂ =  
 

, 0, ,i s=  ， ° °
° °⋅ 是正规序(the normal order) [2]。 

设 L̂ 是 L 通过循环群 1± 中心扩张得到的群。构造诱导 L̂ -模 

{ } [ ] ( )1
ˆ linearly ,L L L±

 = ⊗ ≅      

其中−1 在的作用是乘−1， [ ]L 是 L 的群代数。对于 { }L 中的元素 1a⊗ ，我们用 ( )aι 表示，其中 ˆa L∈ 。 
现在我们可以定义 L̂ 和 h 在 { }L 的作用了。定义 ( ) ( )a b abι ι⋅ = ， ( ) ( ),h a h a aι ι⋅ = ，其中

ˆ, ,a b L h∈ ∈h。不仅如此，还需要将−1 和 hz 在 { }L 上的作用定义为 ( ) ( )1 a aι ι− ⋅ = − 和 ( ) ( ),h ahz a z aι ι⋅ = ，

其中 ˆ,a L h∈ ∈h。 
本文研究的主要对象格顶点算子超代数 LV 的定义现在可以给出了： 

( ) { }1 ,LV M L= ⊗


  

它的顶点算子定义为 

( )( ) ( ) ( ) 11 , ,n

n
Y h z h z h n z− −

∈

− = = ∑


 

( )( ) ( ) ( )
0 0

, exp exp .n n a

n n

a n a n
Y a z z z az

n n
ι − −

< >

   
= − −   

   
∑ ∑  

对于 LV 中的一般形式元素 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 21 1 1s su h n h n h n aι= − − − − − − ⊗ ，顶点算子 ( ),Y u z 定义为： 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1, ,
sn n sY u z h z h z Y a zι° °

° °= ∂ ∂  

其中
1 d

! d

i

i

n

n
in z
 ∂ =  
 

, 1 i s≤ ≤ 。 
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设{ }| 1, ,i i dα =  为 L 的一组正交基，令 

( )2

1

1 1
2

d

i
i

ω α
=

= −∑ 1  

与 

( ) ( ) ( ) 2, ,n

n
Y z L z L n zω − −

∈

= = ∑


 

则 ( )1n L nω = − 。然后我们可以通过算子 ( )0L 来定义 LV 的分次： 

( ) ( ) ( ){ }
1
2

, | 0 .L L L Ln n
n

V V V v V L v nv
+∈

= = ∈ =⊕


 

如果 ( )L nv V∈ ，则 wtv n= 。例如： ( )( ) ( )( ) 1wt , wt ,
2

h n n a a aι− = =1 。注意到 ( )dim L nV < ∞。现在 

可以称 ( ), , ,LV Y ω1 是一个顶点算子超代数，它的真空向量和共形向量分别为 = ⊗1 1 1和 2Vω∈  [2] [14] 
[15]。 

5. 格顶点算子超代数的自同构群 

在第 4 节，已经得到了关于 L 和 L̂ 的自同构群： 

( ) ( ){ }Aut | , , , ,O L L Lσ σα σβ α β α β= ∈ = ∈  

与 

( ) ( ) ( ){ }ˆ ˆAut | ,O L L O Lσ σ= ∈ ∈  

还有正合列 

( ) ( ) ( )ˆ1 Hom , 2 1.L O L O L→ → → →   

首先考虑由 ( )ˆO L 提升得到的关于 LV 的自同构。具体来说，对任意的 ( )ˆO Lσ ∈ 可以通过下面的方式

得到 LV 的一个自同构，还计作σ ， 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 ,k k k kn n a n n aσ α α ι σα σα ι σ− − ⊗ = − − ⊗   

其中 iα ∈h， 0in > ， ˆa L∈ 。由于以上原因， ( )ˆO L 可以看作 ( )Aut LV 的一个子群，并且它保持 ( )1M 不

变。 
我们需要以下与[6]类似的引理来证明顶点算子超代数 LV 的自同构群的结构。 
引理 5.1 设 0 Lv V≠ ∈ 。如果存在 0 α≠ ∈h使得 ( )0 ,h v h vα= ， h∀ ∈h，则有 Lα ∈ ，并且存在

( )1c Mα ∈ 使得 ( )v c eα αι= 。 
证明：由于h作用到 LV 上是半单的，并且有 

( ) ( )1 .L
L

V M eβ
β

ι
∈

= ⊗⊕  

可以看出 ( ) ( ) ( ){ }1 | 0 ,M e v V h v h vβι β⊗ = ∈ = ，引理结论立即成立。 
令 LV 的子空间 ( ) 11 t−− = ⊗h h 1 。然后 LV 的保持 ( )1−h 不变的自同构可以看作是h的线性自同构。 
引理 5.2 设 ( )Aut LVσ ∈ ， ( )( ) ( )1 1σ − = −h h ，则有 ( )L Lσ ⊂ ，并且存在 cα ∈使得 

( )( ) ( )( )e c eα α σ ασ ι ι= ， Lα∀ ∈ 。 
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证明：从引理假设条件可以得出 ( ) ( )1 1 1hσ − − ∈ −h ， h∀ ∈h。把 ( )1−h 当作h。h上的双线性型取作

( ), 1u v u v= ，其中 ,u v∈h，则h上的双线性型是σ -不变的。又因为 ( )( ) ( ) ( ) ( )1 10 ,h e h eα ασ ι α σ ι− −= 。

因此， 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

1

1

1

1

.

0 0

0

,

,

,

h e h e

h e

h e

h e

h e

α α

α

α

α

α

σι σσ σι

σ σ ι

σ α σ ι

α σ σι

σ α σι

−

−

−

−

=

=

=

=

=

 

若 ( ) 0eασι ≠ ，通过引理 3.3.1 可以得出存在 ( )1c Mα ∈ 使得 ( ) ( )( )e c eα α σ ασι ι= ，其中 ( ) Lσ α ∈ 。所

以 ( )L Lσ ⊂ 。然而 { } ( ){ }| 0, 0 LL v V h n v n h= ∈ = ≠ ∀ ∈ h 并且 { }L 是σ -不变的。因此 

( ) ( )( ) { }e c e Lα α σ ασι ι= ∈ , cα ∈。 
注记 5.3 在引理 5.2 的证明中， LV 中的元素 ( )eαι 和 ( )eσ α 的权一样。又因为 ( )L Lσ ⊂ ，所以σ 诱导

出 L 的等距自同构。 
引理 5.4 设 ( )Aut LVσ ∈ ，使得 ( )1 idσ

−
=

h
，则存在 h∈h使得 ( )0ehσ = 。 

证明：由引理条件可知 idLσ = 与 ( )1 idMσ = 。由引理 5.2 知存在 cα ∈使得 ( ) ( )( )e c eα α σ ασι ι= ,

Lα∀ ∈ 。对于任意的 , Lα β ∈ ，有 ( ) ( ) ( ) ( ), 1
,e e eα β α βα β

ι ι α β ι +− −
=  。因为 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

1

, 1

1

, 1

,

,

.

e e e

c c e e

c c e

α β α βα β

α β α βα β

α β α β

σι α β σι σι

α β ι ι

ι

−
+ − −

−

− −

+

=

=

=



  

所以 c c cα β α β+ = 。 

设{ }| 1, ,i i dα =  是 L 的一组基，
1

d

i i
i

kα α
=

= ∑ ，其中 ik ∈，则有 1 2
1 2

d
d

kk kc c c cα α α α=  。又因为存在 h∈h  

使得 ,e i
i

h cα
α= ， 1,2, ,i d∀ =   ( , 非退化)。所以有 ( ) ( ) ( )0e

i i i

h e c eα α αι ι= 与 
( ) ( ) ( ) ( ),0e e .hh e e c eα

α α α αι ι ι= =  

因此 ( )0ehσ = 。 
有了上边的引理之后，我们可以的得出本文的主要定理。 
定理 5.5 设 L 是一个正定整格，则有顶点算子超代数 LV 的自同构群的结构如下： 

( ) ( )ˆAut ,LV N O L= ⋅  

其中 { }0
1e |uN u V= ∈ 是 ( )Aut LV 的正规子群。还有 ( )Hom , 2L   是 ( )ˆN O L∩ 的子群， ( )Aut LV N 同构

于 ( )O L 的一个商群。 
证明：考虑 LV 权为 1 的子空间： 

( ) ( ) ( )1
, 2

1 .LV eα
α α

ι
=

= = − ⊕ ∑ g h  

它是一个简约李代数[16]，李括积定义为 [ ] 0,u v u v= ， ,u v∈g，Cartan 子代数为 ( )1−h 。 
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设 ( )Aut LVσ ∈ ，则σ 限制到 g上是一个李代数的自同构。注意到 g的内自同构群是 N 在 g上的限制。

由李代数的共轭定理[17]，存在 Nφ ∈ 使得 ( )( ) ( )1 1 1φ σ− − = −h h 。然后由引理 5.2 和注记 5.3 知， 1ν φ σ−=

诱导了 L 的等距自同构，并且对于 Lα ∈ ，有 ( ) ( )e c eα α νανι ι= 和 cα ∈。令 ( )ˆO Lτ ∈ 使得τ ν= ，则有 

( )
1

1
idντ −

−
=

h
。由引理 5.4 知，存在 Nψ ∈ 使得 1ντ ψ− = 。有了这些之后，可以得出 ( )ˆN O Lσ φψτ= ∈ ⋅ ， 

其中 Nφψ ∈ ，这说明 ( ) ( )ˆAut LV N O L= ⋅ 。 
对于 ( )Hom , 2Lλ ∈   可以诱导出 L̂ 的自同构[2]： ( ) ( )1 aa a λ− ，其中 ˆa L∈ 。通过引理 5.4 的证明

可以看出，存在 h∈h使得 ( ) ( ),e 1h λ αα = − ，其中 Lα ∈ 。作为 LV 的自同构， ( )0eh λ= ，这样 ( )Hom 2  就

可以看作是 N 的子群。 
因为 ( ) ( ) ( )ˆ ˆAut LV N O L N O L≅ ∩ ， ( ) ( )ˆHom 2 O L⊂  和(3)，可以得出 ( )Aut LV N 是 ( )O L 的一

个商群。 

6. 结论与展望 

本文通过整格的中心扩张将 L 的等距自同构 ( )O L 提升到 L̂ 的等距自同构 ( )ˆO L ，再由此诱导出格顶

点算子超代数的自同构 ( )ˆO L ，再考虑由格顶点算子超代数的内导子诱导出其内自同构群

{ }0
1e |uN u V= ∈ ，并通过对格顶点算子超代数结构的观察和李代数中共轭定理的应用，最后证明了格顶

点算子超代数的自同构群 ( ) ( )ˆAut LV N O L= ⋅ 。 
本文是对由正定偶格构造的格顶点算子超代数的自同构群结构的研究，但是对其他顶点算子超代数

自同构群的研究具有启发性，甚至对一般的有限生成的顶点算子超代数的自同构群的研究也有帮助。另

一方面，本文定义的格顶点算子超代数的自同构要求保持共形向量，也可以研究不保持共形向量的自同

构，那么这类自同构的自同构群的结构也值得研究。 
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