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摘  要 

本文主要研究复矩阵的上三角化问题。通过酉矩阵自身的定义以及矩阵的每个位置构造酉矩阵，再根据

该矩阵的两个不同酉矩阵，构造出一列酉矩阵，使得任意复矩阵在这组酉矩阵下酉等价于不同的上三角

矩阵。 
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Abstract 
In this paper, the problem of upper triangulation of complex matrices is studied. Through the 
definition of unitary matrix itself and each position of the unitary matrix, a series of unitary 
matrices are constructed according to two different unitary matrices of the unitary matrix, so 
that any complex matrix under these unitary matrices is unitarily equivalent to the upper tri-
angular matrix. 
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1. 引言 

矩阵是研究物理模型的重要工具。矩阵在电路学、力学、光学和量子物理中都有应用。计算机科学中，

三维动画制作也需要用到矩阵。矩阵的运算是数值分析领域的重要问题，我们常将一般的矩阵转化为特殊的

形式，如转化为阶梯形矩阵、上三角矩阵等，以简化计算。对于矩阵上三角化，在高等代数和线性代数中已

经介绍了几种方法。这里做一些简单的回顾。对于一般的分块矩阵，可以通过分块初等矩阵将其化为上三角

矩阵，只要分块乘法能进行，就可以对分块矩阵进行相应的初等变换。如当矩阵 A 可逆时，可以对 

A B
C D
 
 
 

 

进行初等变换将其变为上三角矩阵，具体方法如下： 
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0
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n
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其中 ,m nE E 分别是 ,m n 阶单位矩阵。 
另一种将矩阵上三角化的方法就是实对称矩阵对角化。具体步骤如下： 
1) 求出 A 的特征值，设 1, , tλ λ 是 A 的全部不同特征值。 
2) 对于每个 iλ ，解齐次线性方程组 

( )
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n

x
x
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 
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并求出一个基础解系，这就是 A 的特征子空间
i

Vλ 的一组基。将该组基进行施密特正交化，再进行单位化，

得到一组标准正交基 1, ,
ii ikη η
。 

3) 因为 1, , tλ λ 两两不同，向量组
111 1 1, , , , , ,

rk r rkη η η η  
是两两正交的，它们的个数等于空间的维

数。因此，它们构成 n
 的一组标准正交基，且是 A 的特征向量。由此得到了正交矩阵T 。 

因为对角矩阵是一种特殊的上三角矩阵，所以该方法也可以将矩阵化为上三角矩阵。 
此外，复正规矩阵可以酉对角化[1]。文献[2] [3] [4]指出 Hermite 矩阵属于正规矩阵，并研究了其在插

值问题中的应用。文献[5]给出了正规矩阵可以对角化，且对角阵的对角元素为该正规矩阵特征值的结论。 
而什么样的矩阵可以对角化呢?我们在文献[6] [7]中整理出六种方法。对于 n 维复线性空间V 上的线

性变换ϕ ： 
1) ϕ 可对角化的充要条件是ϕ 有 n 个线性无关的特征向量。 
2) 若ϕ 有个不同的特征值，则ϕ 可对角化。 
3) ϕ 可对角化的充要条件是V 是ϕ 的特征子空间的直和。 
4) ϕ 可对角化的充要条件是ϕ 有完全的特征向量系，即对ϕ 的任一特征值，其几何重数等于代数重数。 
5) ϕ 可对角化的充要条件是ϕ 的极小多项式无重根。 
6) ϕ 可对角化的充要条件是ϕ 的 Jordan 块都是一阶的，或等价地，ϕ 的初等因子都是一次多项式。 
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矩阵可对角化问题是矩阵理论中的一个基本问题。在以往关于矩阵可对角化的判定条件的基础上，

利用矩阵可以对角化的判定，以及求矩阵的线性无关的特征向量完全可以归纳为矩阵乘法的原理，使得

矩阵的特征值与特征向量同步求解，从而得出矩阵可对角化更为直接的简单判定[8]。 
以上我们讨论了矩阵上三角化或对角化的几种方法。更一般地，对于复矩阵，如何将其上三角化和

公式化。本文首先根据上三角矩阵中第一列性质得到上三角矩阵对角线第一个位置是原 2 × 2 复矩阵的特

征值，其对应的特征向量单位化便是对应酉矩阵的第一列，然后根据酉矩阵的定义 * *UU U U I= = ，得到

酉矩阵的两个列向量是单位向量且两向量正交，这样我们得到了酉矩阵列向量需要满足的三个条件，同

理行向量也需要满足三个条件。最后根据条件构造出该矩阵的两个酉矩阵，通过酉矩阵相乘构造出一列

酉矩阵，使得任意 2 × 2 复矩阵在这组酉矩阵下酉等价于上三角矩阵。 

2. 任意 2 × 2 矩阵可以酉等价于上三角矩阵 

定理 1：对于复矩阵
a b

A
c d
 

=  
 

， 0c ≠ ，存在酉矩阵

2 2

2 2

1

1 1

1

1 1

m

m m
U

m

m m

 − 
+ + 

=  
 
 + + 

，其中 

( )2 4
2

a d a d bc
m

c
− + − +

= ，使得 *U AU 是上三角矩阵。 

证明：设任意复矩阵 

,
a b

A
c d
 

=  
 

 

我们构造酉矩阵U ，使得 
,AU UB=  

其中 

.
0
e f

B
g

 
=  
 

 

设 

( )1 2 ,U α α=  

其中 1 2,α α 均为单位向量。 
则由U 为酉矩阵可知， 

( )1*
1 2

2

,U U I
α

α α
α

 
= =  
 

 

即 

1 1 2 2

1 2 2 1

1,
0,

α α α α
α α α α

= =
= =

 

故得到 1 2,α α 均为单位向量，且 1 2, 0α α = 。 
又因为 

* ,UU I=  

故设 
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1

2

,U
η
η
 

=  
 

 

则同理可得 1 2,η η 均为单位向量，且 1 2, 0η η = 。 
将 ( )1 2U α α= 代入 AU UB= 有 

1 1,A eα α=  

这样我们得到 1α 是矩阵 A 的特征向量，矩阵 B 中的 e为矩阵 A 的特征值。 

将 1

2

U
η
η
 

=  
 

代入UA BU= 有 

1 1,A gη η=  

同理得到 1η 是矩阵 A 的特征向量，矩阵 B 中的 g 为矩阵 A 的特征值。 
对于 

( ) 1
1 2

2

,U U
η

α α
η
 

= =  
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1) 1 2 1 2, , ,α α η η 是单位向量； 
2) 1 2,α α 正交， 1 2,η η 正交； 
3) 1α 是矩阵 A 的特征向量，e为矩阵 A 的特征值； 1η 是矩阵 A 的特征向量，g 为矩阵 A 的特征值。 
由 

( )2 ,
a b

E A a d ad bc
c d

λ
λ λ λ

λ
− −

− = = − + + −
− −

 

即得 A 的特征值为 

( ) ( )2 2

1 2

4 4
,  .

2 2
a d a d bc a d a d bc

λ λ
+ + − + + − − +

= =  

要注意的是，因为 , , ,a b c d 是复数，所以 1 2,λ λ 实际上都分别有两个值。 
从而 1λ 的特征向量为 

( )2

1

4
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1
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 − + − + 
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再将其单位化，得 
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令 

( )2 4
,
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=  

则 
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那么由条件(1) (2) (3)，不妨设 
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故存在酉矩阵 
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使得 B 为上三角矩阵，即对于任意复矩阵 

,
a b

A
c d
 

=  
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有 
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证毕。 
注释 1：对于任意复矩阵酉等价于上三角矩阵，酉矩阵并不是唯一的。 
在定理证明中，对于 2λ 的特征向量为 
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再将其单位化得 
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那么由条件(1) (2) (3)，不妨设 
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故存在酉矩阵 
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使得 B 为上三角矩阵，即对于任意复矩阵 

,
a b

A
c d
 

=  
 

 

有 
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( )
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令 
*

2 1 ,U UU U=  

显然有 2U 为酉矩阵，则有 *
2 2U AU 为上三角矩阵。 

因此对于任意复矩阵，只要找出两个不同的酉矩阵使其酉等价于上三角矩阵，我们就可以得到一列

酉矩阵，使得任意复矩阵在这些酉矩阵下酉等价于上三角矩阵。 

例 1：将
1 2
3 4

i
A

i
 

=  
 

上三角化。 

由定理 1 可知对应于 A 存在酉矩阵 

3 15 3
2 15 15 ,

3 15 3
15 2 15

i

U
i

 + −
 
 =  −  
 

 

使得 A 酉等价于上三角矩阵 

*

5 15 15 5
2 2 .

5 150
2

i i

B U AU
i

 + −
 
 = =
 −
 
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