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摘  要 

本文主要讨论二维吸引力作用下带有旋转速度的玻色爱因斯坦凝聚的基态。我们主要利用极大极小方法、

Gagliardo-Nirenberg不等式、反磁不等式研究了Gross-Pitaevskii方程在限定条件下基态解的存在性情

况。得到了当
( )a

a 0
2

σ
∗− < < 方程的基态解是存在的，当

( )a
a

2

σ
∗≤ − 时，方程的基态解是不存在的。 
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Abstract 
This paper mainly discusses the ground state of Bose-Einstein condensate with rotational velocity 
under the action of two-dimensional attraction. We mainly use the minimax method, Gagliar-
do-Nirenberg inequality and diamagnetic inequality to study the existence of the ground state so-
lution of the Gross-Pitaevskii equation under limited conditions. It is obtained that the ground 

state solution of the equation exists when ( )a
a 0

2

σ
∗− < < , and the ground state solution of the eq-

uation does not exist when ( )a
a

2

σ
∗≤ − . 
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1. 引言 

玻色子具有整体特性，在低温时聚集到能量最低的同一量子态即基态，玻色爱因斯坦凝聚实验说明

当温度低于一个临界温度时(这个临界温度通常很接近绝对零度)一堆没有相互作用的玻色子就会慢慢地

占据相同的“轨道”，形成一种“凝聚”[1] [2] [3]。通过推导可以得到玻色爱因斯坦凝聚的数学模型，

到目前为止比较流行的模型是 Gross-Pitaevskii 方程，对于这个模型可以做“无量纲化”，用合适的空间

尺度、时间尺度作单位，得到无量纲化的 Gross-Pitaevskii 方程，它是一个非线性的薛定谔方程[3] [4] [5]。 
旋转玻色爱因斯坦凝聚是量子物理中一个很经典的现象。具有引力作用的旋转玻色–爱因斯坦凝聚

可以转化为 Gross-Pitaevskii 能量泛函，我们可以类比没有旋转速度时的能量泛函来研究极小值的存在情

况。这就将自然现象与泛函分析紧密联系在了一起。泛函分析在解释各种自然现象以及含有微分方程的

实际问题中发挥着重要作用[6] [7]。至今为止，有很多研究者对旋转玻色爱因斯坦凝聚做了研究，尤其是

引力作用下的玻色爱因斯坦凝聚引起了越来越多人的兴趣。对玻色爱因斯坦凝聚的研究是物理界和数学

界的焦点。 
本文主要给出了带有旋转速度的 Gross-Pitaevskii 方程在二维引力作用下基态解的存在情况。文章首

先给出玻色爱因斯坦凝聚的研究现状及已有的结论，在此基础上给出了本文的主要研究内容，最后针对

本文的结果给出了一些展望。 

2. 研究现状及已有结论 

对于下述方程 

( ) ( )

( ) ( )

2

0

1 , , ,
2

,0 ,

di V x a L x t
t
x x

σψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ

∂ = − ∆ + + − Ω⋅ ∈ ∈ ∂
 =

 

 

Arbunich，Nenciu 和 Sparber 在[8]中证明了在次临界条件下，当势函数是调和的，上述方程存在一个

唯一的时间相关解。 
2014年Guo, Y.J.和 Seiringer在[9]中研究了旋转速度为 0时具有吸引力作用的玻色爱因斯坦凝聚的能

量估计和质量集中。 
2014年Guo, Y.J.和 Seiringer在[9]中研究了旋转速度为 0时具有吸引力作用的玻色爱因斯坦凝聚极值

的存在情况。 
2020 年 Guo, Y.J., Luo, Y., Yang W.在[10]中研究了二维引力作用下有旋转速度时基态解的存在情况

并进一步分析了基态解的渐近行为，同时证明了达到恒定的相位时，所有的极小值点都是实值的，唯一

的。 
2006 年 Carr, L.D., Clark, C.W.说明了具有吸引力的原子相互作用的玻色-爱因斯坦凝聚物中量子涡旋
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的形式和稳定性。在受限几何形状中可以实现稳定和不稳定的状态，从而表明可以在二维吸引凝聚体的

实验中观察到涡旋及其径向激发态。 
2011 年 Bao, W.Z., Cai, Y.Y.证明了用于描述具有内部原子的玻色 -爱因斯坦凝聚体的耦合

Gross-Pitaevskii 方程的基态的存在性和唯一性结果，并获得了具有参数的基态的极限行为。 

3. 引力作用下基态解的存在性 

本文主要基于物理背景，在此基础上研究数学模型，主要目的是从数学上研究旋转阱中二维吸引力

作用下的玻色爱因斯坦凝聚的基态。众所周知，BECs 可以由凝聚态中 Gross-Pitaevskii (GP)方程描述。我

们考虑下面带有旋转速度的 Gross-Pitaevskii (GP)方程 

( ) ( )
( ) ( )

2 2

0

1 , , ,
2

,0 ,

σψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ

⊥∂ = − ∆ + + + Ω ⋅∇ ∈ ∈ ∂
 =

 i V x a i x x t
t
x x

                 (1) 

这里 ∈a ， 0σ > 。 ( )2 1,⊥ = −x x x ，另外定义 ( ) ( ), 2∇ = ∇ − ∇iu u i u u u u ，该问题对应的欧拉拉格朗日方

程为 

( ) ( ) 2 21 , .
2

σµ ⊥= − ∆ + + Ω ⋅∇ + ∈u u V x u i x u a u u x                        (2) 

方程(2)的基态解可以由下列问题描述[8] [11] 

( )
{ }

( )
2
2 1,

: inf ,
= ∈

=


F a
u u

e a E u                                    (3) 

该问题对应的泛函 ( )aE u 被定义为  

( ) ( ) ( )
2

2 2 2 21 , d , 
2 1a

aE u u V x u u x iu u x uσ

σ
+ ⊥= ∇ + + −Ω ⋅ ∇ ∀ ∈

+∫


  

另外我们定义如下工作空间： 

( ) ( )
2

21 2 , : d ,u H V x u x
  = ∈ < ∞ 
  

∫


   

假设 ( )V x 满足 ( ) ( )2 20 ≤ ∈ locV x L 和 

( )
2lim 0,

→∞
>

x

V x

x
                                     (4) 

另一方面，定义 

( ) ( )
2

2: .
2Ω
Ω

= −V x V x x                                  (5) 

且满足下列条件： 
(V)： ( ) ( )0, , , 2,Ω Ω≥ ≤ →∞ ≥qV x V x c x x q当  
在此，我们对临界旋转速度给出限制： 

( )
2

2: sup 0 : ,  .
2

∗  Ω
Ω = Ω > − →∞ →∞ 

 
V x x x当                        (6) 

此外，我们要用到下列 Gagliardo-Nirenberg 不等式： 
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( )
( )2 2 2

2 2 2 21d d d ,
σ

σ

σ

σ+

∗

 +
≤ ∇  

 
∫ ∫ ∫
  

u x x u x u x
a

                       (7) 

这里 0 1σ< < 。进一步，我们得到
2

2∗ =a w ，这里 ( )1 2∈ w H ，是下列方程的唯一正解 
2 1 0,σσ +∆ − + =w w w                                  (8) 

进一步研究表明，w 是径向对称的。我们可以记之为 ( ) 0= >w w x ，由[5]的推导，可得 ( ) 0= >w w x 满

足 

2 2 2

2 2 22 1d d d .
1

σ

σ
+∇ = =

+∫ ∫ ∫
  

w x w x w x                           (9) 

由[12]，给出本文所需的变形的反磁不等式： 

( ) ( )

( )

2 2
2 2 2

2
2 2 2 1 2

1 2,
2 2 2

1 , , .
2 2

⊥ Ω
∇ −Ω ⋅ ∇ = ∇ − −

Ω
≥ ∇ − ∈  

u x iu u i u x u

u x u u H

                (10) 

这里 ⊥= Ω x 。 
在给出我们的主要结果之前，先给出下列引理： 
引理 2.1 [9]：如果 ( ) ( )2 2∈ locV x L 且 ( )lim

→∞
= ∞

x
V x ，这里 2 ≤ < ∞q ，则嵌入 ( )2 ,  qL 是紧的。 

下面给出本文的主要结果： 
定理 2.2：假设 ( ) ( )2 2∈ locV x L 满足(4)，且 0 1σ< < ，那么我们可以得到 

1) 如果
( )

0
2

σ
∗− < <

a
a ，则(3)至少存在一个极小值点，因此问题(2)至少有一个基态解。 

2) 如果
( )

2

σ
∗≤ −

a
a ，则(3)不存在极小值点，那么问题(2)就没有基态解。 

注意：这里我们只研究旋转速度小于(6)所定义的临界的速度时基态的情况。 
证明：1) 首先，我们利用极小极大方法来证明(2)存在基态解。我们通过选取 ∈u 满足

2

2 1=u ，可

以得到 

( ) ( ) ( )
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= ∇ + + −Ω ⋅ ∇
+

Ω
≥ ∇ + + −

+

 
≥ ∇ + + ∇  

 

 
 ≥ + ∇ + ∈
 
 

∫

∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫





  

 



                (11) 

这就证明 ( )aE u 是下有界的。这里我们用到了(7)和对 ( )V x 的假设。接下来我们需要利用引理 2.1。

通过选择最小化序列 { } ⊂ nu ，使之满足 ( ) ( )lim
→∞

=a n Fn
E u e a 和

2

2
1=nu ，从 (11)可以看出，因为
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2

2 d∇∫


nu x和 ( )
2

2 dΩ∫


nV x u x 关于 n 是一致有界的，进一步可以得到{ }nu 在中是有界的。因此，我们

可以选取一个子列仍记为{ }nu ，使之在中 nu u
，根据引理 2.1，嵌入 ( )2 ,  qL 是紧的，我们

就可以得到在 ( )2 , qL 中 →nu u ，对于某些 ∈u 。这里 2 ≤ < ∞q ，进一步得到
2

2 d 1=∫


u x 。另一方

面，由弱下半连续，我们有 ( ) ( )=a FE u e a 。这表明对于任何
( )

0
2

σ
∗− < <

a
a 基态解是存在的。 

2) 为了证明当
( )

2

σ
∗≤ −

a
a 时，问题(2)基态解的不存在性，需要选取一个非负的函数 ( )2

0ϕ ∞∈ C ，

满足 ( ) 1ϕ =x 对于 1≤x ，并分析下列函数 

( ) ( ) ( )( ) ( )

1

0 0
2

e ,
σ

τ τ
τ ϕ τ Ω= − − i S xw x A x x w x x
w

                        (12) 

这里 0 ∈dx 是一个适当的点， ( ) 0
1
2

⊥= ⋅S x x x ，这里 0τ >A 是适当选择的常数，为了满足
2

2 d 1τ =∫


w x 。

为了方便，我们可以将泛函 ( )aE u 写为下述形式 

( ) ( ) ( )
2

2: d ,τ Ω= + ∫


aE u C u V x u x  

其中 

( ) ( )
2

2
2 2 2 2 21: , d .

2 2 1
σ

τ σ
+⊥ Ω

= ∇ −Ω ⋅ ∇ + +
+∫



aC u u x iu u x u u x  

利用假设(V)，我们选择 0>p 和一个充分小的数 0> ，使得当 ≤x 时， ( ) 0Ω ≤ pV x c x 。这里 ( )ΩV x
由(7)定义。由 ( )ΩV x 的定义和式(12)，可以得出当τ → ∞时 

( ) ( ) ( )
2 2

2
2 20

222

2

d d ,p

p

c A
V x w x x x w x x

w

τ
τ

στ
Ω

+ −
≤∫ ∫

 

 

所以根据(12)，当τ → ∞时，有下式成立 

( ) ( ) ( )
2

2
2 2 2 221: , d ,

2 2 1
aC w w x x iw w x w w xσ

τ τ τ τ τ τ τσ
+⊥ Ω

= ∇ −Ω ⋅ ∇ + +
+∫



 

因此，综合上面的式子，我们得出当τ → ∞时 

( )
( )

( )
2 2 2

2
2

2 2 22 20
2 2 2 22 42 2
2

2 2

d d d .
21 2

σσ σ
σ

σ σ

τ
σ τ τ

+∗
+

+ − −

  Ω ≤ + + +
 +  

∫ ∫ ∫
  

p
F

p

a c
e a a w x x w x x w x

w w w
  (13) 

现在先考虑
( )

<
2

σ
∗−

a
a 时的情况，(13)说明 

( ) ( )lim .
τ→∞

≤ = −∞F ae a E u  

所以，由 ( )Fe a 的定义，这就证明了基态解是不存在的。 

接下来就是要证明当
( )

2

σ
∗= −

a
a 时，(2)的基态解不存在。我们采用反证法，假设存在基态解 u，不 
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失一般性，可以假设 u 为非负的，我们可以得到 

( ) ( )
2

2

2 d inf ,Ω Ω
∈

=∫


x
V x u x V x  

以及 

2 2

2 2 21d d .
1

σ

σ
+∇ =

+∫ ∫
 

u x u x  

这两个结果。从第一个式子，我们可以看出 u 必须具有紧支集。对于第二个式子，u 必须和 w 是等 

价的。显然，这是矛盾的。所以，我们可以得出，在
( )

2

σ
∗≤ −

a
a 时问题(2)没有基态解。 

至此定理 2.2 已经证明完成。 

4. 结论 

本文对二维引力作用下的玻色爱因斯坦凝聚做了研究，通过对比没有旋转速度时基态解的存在性情

况，给出了次临界情况下有旋转速度时，基态解的存在情况。本文主要利用了 GN 不等式、反磁不等式，

以及序列的弱紧性定理等。这些不等式在我们的证明过程中都发挥了重要的作用。我们希望这个结果能

对求解多维引力作用下的玻色爱因斯坦凝聚基态解提供一个新的思路，在多维的情况下是否有类似的结

论以及基态解具有哪些性质是下一步要研究的课题。 
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