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摘  要 

本文主要引入了一类与权函数有关的新型的Q型空间 ( )KQ  。我们首先研究了 ( )KQ  的基本性质，从

而得到了 ( )KQ  与BMO之间的关系，最后给出了 ( )KQ  的Carleson测度刻画。 
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Abstract 
In this paper, we introduce a new class of Q type space ( )KQ   which is related to weight func-

tions. Firstly, we study some properties of ( )KQ   and then investigate the relationship between

( )KQ   and BMO space. Finally, we give the Carleson measure characterization of ( )KQ  . 
 

Keywords 
Q Type Space, Weiht Function, Carleson Measure Characterization 

 
 

Copyright © 2022 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  Open Access

http://www.hanspub.org/journal/pm
https://doi.org/10.12677/pm.2022.125089
https://doi.org/10.12677/pm.2022.125089
http://www.hanspub.org
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


石梅梅 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2022.125089 785 理论数学 
 

1. 引言 

作为平均震荡空间的推广(BMO)，Q 型空间在调和分析、偏微分方程以及位势理论中得到了广泛的

研究，参见文献[1] [2] [3]。Q 型空间与 BMO 空间有类似的性质，在许多分析性问题的研究中，Q 型空

间可以是 BMO 空间很好的替代。最初，Essén 等人将 ( )pQ  推广到了欧几里得空间，参见文献[4]。在

2004 年，Dafni 和 Xiao 在文献[5]中利用一种新型的帐篷空间解决了分数阶 Carleson 测度和 ( )nQα  空间

的几个对偶问题，定义了 ( )nQα  的对偶为包含 Hardy 空间 1H 的分布空间并证明了一个原子分解。关于

Q 型空间更多的内容以及研究进展，可以参见文献[6] [7] [8]。 
基于类似的想法，作为 BMO 型空间在 n 上的推广，在文献[9]中，王春杰将 Q 型空间推广到 n 中，

引入了 ( )n
pQ  空间，通过利用 Poisson 积分给出了 Carleson 测度刻画。接下来，我们重述一下文献[9]中

( )n
pQ  的概念。 

定义 1.1 令1 p< < ∞， ( )n
pQ  包含了 n 上的所有可测函数 f，则 f 满足 

( ) ( )
( ) ( )

( )2 22 1
2

2 2 21
sup d d ,

p

n p

Q nI II

f f
f

I

η ξξ η
ξ η

η ξ

+−

+−

 −
 = < ∞
 
 

∫ ∫ �
 

其中 I 是 n 上的一个区间， ( )I� 是区间 I 的长度，并且该式的上确界取遍 n 中所有的方体 I。 
董建锋将 ( )n

pQ  的概念推广到型群上，记为 ( )pQ  ，参见文献[10]。在 2016 年，Zhao 在文献[11]
中引入了 ( )n

pQ  上的 Hardy-Hausdorff 空间，得到了 Hardy-Hausdorff 空间的原子分解，证明了 
Hardy-Hausdorff 空间与 ( )n

pQ  空间的对偶性。 
通过定义 1.1 我们可以看出，空间 ( )n

pQ  与幂函数 pt 有关。一个很自然的问题就是 ( )n
pQ  中的幂

函数 pt 是否可以用一个单调递增的权函数替代。因此，我们引入和研究了 Heisenberg 群上一个更为普遍

的空间 KQ ，为了方便，本文研究 ( )KQ  的相关问题，对于高维形式 ( )n
KQ  的研究可类似，二者均可

视为 ( )n
pQ  的推广。 

定义 1.2 设 K 是 [ )0,∞ 上的增函数。若 ( )2
locf L∈  满足 

( )
( ) ( )

( )

2 1
2

81
sup d d ,

KQ I II

f f
f K

I

η ξξ η
ξ η

η ξ

−

−⊂

 −
 = < ∞
 
 

∫ ∫ �


 

则称 ( )Kf Q∈  。其中 I 是上的一个区间， ( )I� 是区间 I 的长度，并且该式的上确界取遍中所

有的方体 I 并且该式的上确界取遍中所有的方体 I。 
本文的主要目的是研究上的 Q 型空间 ( )KQ  。本文主要包括如下内容：在第二部分，介绍了相

关的概念，研究了 ( )KQ  的性质，给出了 ( )KQ  与 BMO 空间的关系；在第三部分，利用辅助函数给出

了 ( )KQ  的 Carleson 测度刻画。 
在本文中，如果存在一个正的常数 C 满足 a Cb≤ ，可写作 a b 。另外，如果 a b和 b a都成立，

可写作 a b≈。我们假设 [ ) [ ): 0, 0,K ∞ → ∞ 是单调递增的并且满足 ( ) ( )2K t K t≈ 。如下是我们将会用到的

几个函数空间： 

( ) { }
( ) { }
( ) { }

( ) ( ){ }

: | ;

: | ,1 ;

: | ;

: | , d .

k

pp

C f f

C f f k k

C f f

L f f f ξ ξ

∞

= →

= → ≤ ≤ ∞

= →

= → < ∞∫
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2. ( )KQ 的基本性质 

在复空间 2 中，Siegel 上半空间被定义为 

( ){ }22
1 2 2 1, : Im .z z z z z= = ∈ >   

集合 ( ){ }1 1, : ,z t z t× = ∈ ∈    构成了 Heisenberg 群，其中 ( )1 ,z x y= ∈。如果 ( )1,z tξ = ∈，

那么 

{ }max , ,x y tξ
∞
=  

且
4

1 4
2

1
1

16
z tξ  = + 

 
，其中

2 2 2
1 , , 1 2iz x y z x iy i= + = + ≤ ≤ 。和 ∂可以通过在原点进行如下

的映射等同起来： 

( ) ( ) ( )2
1 1 1 1, , , , .z t z t i z z t→ + ∈∂ ∈   

令 ( )f C∞∈  ，f 的梯度及其梯度的长度分别为 

( ) ( ) ( ) ( )( ), ,f Xf Yf Tξ ξ ξ ξ∇ =  

和 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
12 2 22

11 ,f z Xf Yf Tfξ ξ ξ ξ
−

∇ = + + +  

其中 2 , 2X y Y x
x t x t
∂ ∂ ∂ ∂

= + = −
∂ ∂ ∂ ∂

并且T
t
∂

=
∂

。在中， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1d df g f g f gξ ξη η η η η ξ η− −∗ = =∫ ∫ 
 

被称为函数 f 与 g 的卷积。 
为了研究 ( )KQ  的性质，我们需要如下辅助函数： 

( ) ( )
( )0 1

sup , 0 .K
t

K st
s s

K t
ϕ

< ≤
= < < ∞  

并且在全文中假设辅助函数 ( )K sϕ 满足如下两个条件： 

( )1

30
d ,K s

s
s

ϕ
< ∞∫                                    (1) 

( )
51

d .K s
s

s
ϕ∞

< ∞∫                                    (2) 

对于任意的方体 I ⊂ ，η是 I 的中心，则基于 I 的 Carleson 盒子定义为 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1, : 2 , .S I I Iξ ρ η ξ ρ− −

∞
= ∈ ≤ ≤� �  

定义 2.1 令 0p > 。如果存在常数 0C > 满足 

( )( )
sup ,p

I

S I
C

I

µ
≤  

称上的正 Borel 测度 µ 为 p-Carleson 测度。 
定理 2.2 ( )Kf Q∈  当且仅当 
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( ) ( ) ( )( )

2

8

dd ,
I I

f f K
Iη

η ηξη ξ ξ
η∞ <

 
− < ∞  

 
∫ ∫� �

 

其中 I 是上的一个区间， ( )I� 是区间 I 的长度，并且该式的上确界取遍中所有的方体 I。 
证明根据定义 1.2，利用变量替换： 1η ξ ς− → ，我们可以得到 

( )
( ) ( )

( )( )

( ) ( ) ( )( )

2
2

8

2

8

sup d d

dsup d .

KQ I II

I II

f f
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∫ ∫

∫ ∫
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定义 2.3 令 ( )2
locf L∈  且 ( )1 dI I

f I f ξ ξ−= ∫ 。若 f 满足 

( ) 22 1sup d ,IBMO II
f I f fξ ξ−= − < ∞∫  

那么，称 ( )f BMO∈  。其中 I 是上的一个区间， ( )I� 是区间 I 的长度，并且该式的上确界取遍
中所有的方体 I。 

下面我们给出空间 ( )KQ  与 ( )BMO  之间的关系。 
定理 2.4 
(1) ( ) ( )KQ BMO⊆  ； 

(2) 若
( )2

50
d

K t
t

t
< ∞∫ ，则 ( ) ( )KQ BMO=  。 

证明(1)假设 ( )Kf Q∈  并且 m 表示 Lebesgue 测度。那么对于任意方体 I 以及 , Iξ η ∈ ，我们有 

( ) ( ){ }( )1 1
1 2: min , .C I m I C Iς ς ξ ς η− −∈ > �  

由于 K 是非减函数，于是 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ){ }
( )

1 1
2

1 1

1 1
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1 2

min , d
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.

I
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注意到 

( ) ( )

( ) ( )

22 1

22

sup d

sup d d .

IBMO II

I II

f I f f
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那么 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

1
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2 1
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   d d d

d d .
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I f f K
I

f f
K

I

ς η
η ς ξ η ς

η ξξ η
ξ η

η ξ

−
−

−

−
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 −
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∫ ∫

�

�


 

于是 

( )
( ) ( )

( )

2 1
2

81
sup d d ,BMO I II

f f
f K

I
ξ η η ξ

ξ η
η ξ

−

−

 −
 
 
 

∫ ∫ �   

即 ( ) ( )KQ BMO⊆  。 
(2) 若 

( )2

50
d

K t
t

t∫  

成立。设 I 为一个方体，η ∈ 并满足 ( )2 Iη < � 。则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

6 6d dI I BMOI I
f f f f f f I fξη ξ ξ ξη ξ ξ− − + − ≈∫ ∫   

并且 

( ) ( )
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( ) ( )( ) ( )
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2
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2
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d d
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I I
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I f K
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<
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由于 

( )( )

( )21
8 52 0

d d ,
I

K t
K I t

I tη

η η
η

−

<

 
≈  

 
∫ ∫� �

 

我们可以得到 

( ) ( )
( ) ( )

( )
2 1

22
8 501

d d d .BMOI I

f f K t
K f t

I t

η ξξ η
ξ η

η ξ

−

−

 −
 
 
 

∫ ∫ ∫�   

因此 ( ) ( )KBMO Q⊆  ，根据(1)知 ( ) ( )KBMO Q=  。 

3. Carleson 测度刻画 

为了研究 ( )KQ  的 Carleson 测度刻画，我们需要文献如下的 Hardy 型不等式，参见文献[12]。 

引理 3.1 令 0 ,1a r< ≤ ∞ < < ∞ 并且
1

rr
r

′ =
−

。假设σ 和τ 在区间 ( )0, a 上是非负可测的。如果对于所

有非负可测函数 f， 
(1) 
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( )( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

d d d
ra s a rf t t s s C f s s sσ τ≤∫ ∫ ∫  

成立，当且仅当 

( )( ) ( )( )( )1 11

00
sup d d .

r ra s r

ss a
t t t tσ τ

′′−

< <
< ∞∫ ∫  

(2) 

( )( ) ( ) ( ) ( )
0 0

d d d
ra a a r

s
f t t s s C f s s sσ τ≤∫ ∫ ∫  

成立，当且仅当 

( )( ) ( )( )( )1 11

00
sup d d .

r rs a r

ss a
t t t tσ τ

′′−

< <
< ∞∫ ∫  

在上，用 ( ) 定义 Schwarz 函数族。接下来我们证明与权函数有关的 Stegenga 型不等式。 
引理 3.2 假设 K 满足 

( )
( )300

sup d d
s

ss

K t tt t
K tt

∞

< <∞
< ∞∫ ∫  

和 

( )
( )
111

13 00 1
sup d d .

s

ss

K t tt t
K tt< <

< ∞∫ ∫  

令 ( )2
locf L∈  并且 ( )φ ∈  满足 ( )d 0φ ξ ξ∇ =∫ 。那么对于任意的以 0ξ 为中心的方体 I 和 J 且

3J I= ，存在与 ,f I 和 J 无关的常数 0C > 使得 

( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

2

3

2

82

2 21
3 50 1 8

2

2

3 50 \ 2 3 1
0

d d

dd

  d d d

  d d

S I

I I

JJ

J

J

f K
I

C f f K
I

K t K t
C t t J f f

t t

f fK t
C t J

t

ρ

η

ρ ξ ρφ ξ
ρ

η ηξη ξ ξ
η

ξ ξ

ξ
ξ

ξ ξ

<

∞ −

−

 
∗∇   

 
 

≤ −   
 

 
+ + − 

 

 − +   
 

∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

�

�

�

�


 

成立，其中 ( )1 dJ J
f J f ξ ξ−= ∫ 并且 ( ) ( )4 1 , 0ρφ ξ ρ φ ρ ξ ρ− −= > 。 

证明由于 ( )φ ∈  ， 

( )

( )

5

5

, ;

, .

C

C

ρ

ρ

φ ξ ρ ξ ρ

φ ξ ξ ξ ρ

−

−

∇ ≤ ≤

∇ ≤ >
 

首先令 0 0ξ = 并且函数 ( )0 1g g≤ ≤ 满足，当
2
3

g J∈ 时， 1g = ，
3supp 
4

g J⊆ 并且 

( ) ( ) ( ) 1 1g g C Jξ η η ξ− −− ≤ � 。记 1 2 3f f f f= + + ，其中 ( )1 2,J Jf f f f f g= = − 且 ( )( )3 1Jf f f g= − − 。 1f 是
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一个常数并且 ( )d 0φ ξ ξ∇ =∫ 表明 2 3f f fρ ρ ρφ φ φ∗∇ = ∗∇ + ∗∇ 。因为 ( )d 0ρφ ς ς∇ =∫ ， 

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )

3

2
1

3

d d

d dd .

S I

S I

f K
I

f f K
I

ρ

ρ ρ

ρ ξ ρφ ξ
ρ

ρ ξ ρξς φ ς ξ φ ς ς
ρ

−

 
∗∇   

 
 

= ∇ − ∇   
 

∫

∫ ∫

�

�

 

令 ( ){ }, , 1, 1E t tς ς′ ′= ∈ < < 是  上 以 原 点 为 中 心 的 单 位 圆 柱 。 设 ,re e Eη ηη = ∈∂ 并 且

( ) ( ) 2
1 d

E L
r f f eηη−

∂
Ω = ⋅ −∫ 。于是 

( ) ( )
( ) ( )

2 2 2

55 1 1
\

5 3 2
0

d d

d d .

E EL L L
f C f f C f f

C r r r C r r r

ρ ρ ρ

ρ

ρ

φ ρ η η η η η

ρ

−− − −

∞− −

∗∇ ≤ ⋅ − + ⋅ −

≤ Ω + Ω

∫ ∫

∫ ∫


 

利用引理 3.1，得 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2
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2 6 2 4
110 0

3

1
2

1 8

d

d d
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L
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I
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I I

C K
I
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η ξ
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ρ ρ ρ ρρ ρ ρ ρ
ρρ
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η ξ

∞

∞

−

−

−

∞

 
∗∇   

 
   

≤ Ω + Ω      
   

 




− ≤



∫

∫ ∫

∫ ∫

�

� �
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因此，对于 2f ，记 

( )( )( ) ( ) 3

2

2 1 2 3
d d ,

S I
f K A A A

Iρ
ρ ξ ρφ ξ

ρ
 

∗∇ + +  
 

∫ �
  

其中 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
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2
1 2 2 8

2
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1

1

1

1

1

1
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η ξ

η ξ

η ξ

η ξ
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由于 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
2 2

1 ,Jf f f f C J f fξ η ξ η ηη ξ−−− ≤ − + −�  
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( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

2 1
2

821 8

dd d d
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且 
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所以 
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接下来考虑 2A 。注意到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
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用与 2A 相同的方法，可以得到 

( ) ( ) 21
3 51 8

d d .JJ

K t
A t J f f

t
η η

∞ − −∫ ∫  

对于 3f ，由于 ( )φ ∈  ， 
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如果 ( ) ( ), S Iξ ρ ∈ 并且 ( )\ 2 3 Jη ∈ ，则有 ( )5 51 Cρ η ξ η −−+ ≤ 。因此 
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综合以上不等式，可得所证。 

定理 3.3 假设 K 满足(2)， ( )φ ∈  满足 ( )d 0φ ξ ξ∇ =∫ 。令 ( )2
locf L∈  且

( )
2 3 d

1 t

f t
t

t + < ∞
+

∫ ，则

( )Kf Q∈  当且仅当存在一个常数 0C > 满足 
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证明 ( ),F ξ ρ 表示 ( )f ρφ ξ∗ 并且 ( ) ( ) ( )
0
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ρ

ξ ρ ξ ξ
→

= = 。首先，若 ( )Kf Q∈  。由定理 2.4，

我们可以得到 ( )f BMO∈  且 ( ) ( )KBMO Qf C f≤  。令 I 与 J 是上以原点为中心的方体，满足 3J I= ，

则 ( ) ( )3J I=� � 。那么 
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通过引理 3.2 我们可以推出 
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反过来，若(3)成立。要证 ( )Kf Q∈  ，只需证 
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记 ( ) ( ) 1 2 3A A Af fξη ξ ≤ + +− ，其中 ( ) ( )1 ,A f Fξη ηξη= − ， ( ) ( )2 , ,A F Fηξ ηη ξ= − ，并且

( ) ( )3 ,A F fξ η ξ= − 。由于 
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结合引理 3.1，可以推出 
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对于 2A ，易得 
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并且由 Minkowski 不等式 
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因此通过对 1 2,A A 和 3A 的估计， 
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即 ( )Kf Q∈  。 
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