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摘  要 

引入了一类新的连续小波变换，该变换的缩放因子指数大于0，其弱收敛意义上的重构公式被给出。在

此基础上，相应于此类连续小波变换的离散小波系统、过采样离散仿射小波系统及它们的仿射Beurling
密度、加权仿射Beurling密度定义也被给出。验证了新给出的离散小波系统具有一致仿射Beurling密度，

新给出的过采样离散仿射小波系统具有一致加权仿射Beurling密度，并且两者的值相等。 
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Abstract 
A new class of continuous wavelet transform is introduced, whose scaling factor index is greater 
than 0, and its reconstruction formula in the sense of weak convergence is given. On this basis, the 
definitions of discrete wavelet systems; oversampled discrete affine wavelet systems and their af-
fine Beurling density, and weighted affine Beurling density corresponding to this kind of continuous 
wavelet transform are also given. It is verified that the new discrete affine wavelet system has uni-
form affine Beurling density, and the new oversampled discrete affine wavelet system has uniformly 
weighted affine Beurling density, and the values of the two are equal. 
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1. 引言 

迄今为止，被广泛开发和研究的离散小波系统是经典的离散小波系统。定义如下： 

( ) ( )2 : , ,
j

jW a a t bt j k Zϕ ϕ
− −  Γ = − ∈ 

  
                           (1.1) 

其中 ( ){ }
,

,j

j k Z
a bk

∈
Γ = ， 0, 1a b> > 。 

许多作者(Daubechie [1]，Heil and Walnut [2]，Chui and Shi [3]，Christensen [4]，Frazier 等[5])表明，

对于某些 ( )2 2L Rϕ ∈ ，对于任何 0, 1a b> > ，经典小波离散系统都可构成 ( )2 2L Rϕ ∈ 的一个框架甚至是一

个标准正交基。Heil和Kutyniok在文献[6]中从密度的角度证明了经典离散小波系统作为一个非加权系统，

具有一致仿射 Beurling 密度，即 ( ) ( ) 1
ln

D D
b a

+ −Γ = Γ = 。 

由许多作者(Chui 和 Shi [7]，Gressman 等[8]，Hermandez 等[9]和 Johnson [10])引入的过采样离散仿

射小波系统定义如下： 

( ) ( )
1
2 2 1, : , , , ,

j
j

j
j j

btW w r a a t j k Z w j k
r rϕ ϕ

− −
   Γ = − ∈ =      

                    (1.2) 

其中对于任意 , 0jj Z r∈ > ，其相应的离散子集

,

,j

j j k Z

bka
r

∈

   Γ =       
。Heil Kutyniok [6]表明，过采样离散仿

射小波系统具有一致加权仿射 Beurling 密度， ( ) ( ) 1
lnw wD D

b a
+ −Γ = Γ = ，并且一致加权仿射 Beurling 密度

的值和经典小波离散系统的一致仿射 Beurling 密度相等。 
不过，上述经典离散小波系统及过采样离散仿射小波系统中缩放因子 a 的指数小于 0，因此当 a 越

接近 0，数值积分的误差越大，这样会严重影响积分的精度。一些学者为此做了许多工作[11] [12]，这些

文献中的小波变换中缩放因子 a 的指数大于 0，但这些研究结果都没有给出群结构，因此小波系统逆变

换的逐点收敛性无法讨论。为了改善这一局限，本文以此作为动机，从群理论的角度引入一类新的连续

小波变换，该变换的缩放因子指数大于 0，这种连续小波变换具有高频时，小移动；低频时，大移动的

特点，并且很容易给出此类连续小波变换在弱收敛意义上的重构公式。在此基础上，我们给出了相应于

此类连续小波变换的离散小波系统及过采样离散仿射小波系统，同时也给出了它们的仿射 Beurling 密度

及加权仿射 Beurling 密度的定义。因此本文的主要目的是验证新给出的离散小波系统是否具有一致仿射

Beurling 密度，新给出的过采样离散仿射小波系统是否具有一致加权仿射 Beurling 密度，并且这两者的

值是否相等？ 
本文组织如下：第二部分主要介绍相关的概念及主要结果；第三部分给出主要结果的证明。 
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2. 概念及主要结果 

设 { } 1\ 0 , n∗ ∗= = ×    群上的乘法运算定义为： 

( ) ( ) ( ), , , ,aa t a t aa t A t′′ ′ ′ ′⋅ = +  

其中 

( )

T
1

1

1 1

0
, , ,

0 sgn

nn
a

nn n

a
a t A

a a I

−∗

− −

 
 ∈ ∈ =
 
 

   

易证 ( )1, ⋅ 形成一个群。 
受文献[13] [14]相关定义的启发，我们给出定义 1.1，1.2 及 1.3。 
定义 1.1 集合 1

n∗= ×  上赋予乘法运算 

( ) ( ) ( ), , , ,aa t a t aa t A t′′ ′ ′ ′⋅ = +  

则 ( )1, ⋅ 被称为小波群。 
设 ( )2 nLϕ ∈ 

，定义 ( )( )2
1: nLσ →   为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

11
2 ,, : .

a
t a a tA

na t x D T x a A x t xσ ϕ ϕ ϕ ϕ−

−= = − =  

定义 1.2 设 ( )( )2
1: nLσ →   是 1 在 ( )2 nL 

上的酉表示。对给定的 ( )2 nLϕ ∈ 
， ( )2 nL 

中的函

数族 ( ) ( ){ }1, : ,a t a tσ ϕ ∈ 被称为小波族。对 ( )2 nf L∀ ∈ 
，连续小波变换 1:ϕ →  定义为 

( ) ( ) 11 ,, , , , , .
a

t a tA
f a t f a t f D T fϕ σ ϕ ϕ ϕ−= = =                      (1.3) 

由式 ( ) ( ) ( ) ( )( )
1 11 1 12 2, n na a aa b x a A x b a A x A bσ ϕ ϕ ϕ− − −= − = − 可以得出 1

aA b− 是平移因子，当 a 变大时，

1
aA b− 变小，当 a 变小时， 1

aA b− 变大，这使得本文给出的多维连续小波变换具有高频时，小移动；低频

时，大移动的特点。这表明无论对 ,a b 进行何种剖分，采用何种数值积分方法，本文引入的多维连续小

波变换具有高分辨特性，因此对其进行离散时，可采用的数值积分方法很多，选择的自由度非常大。 
注 1.1. ( )2

1f L∀ ∈  ，有 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11

, , d , , d , , d , ,nn af a t a t a t f a a t A t a t f a t a tµ µ µ∗ ∗′ ′ ′ ′⋅ = + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫
   

  
 

即 ( )
1

d dd , a ta t
a

µ = 是左平移不变的。 

为了给出命题 1.1，我们给出下面的定义 1.3。 
定义 1.3 若 

( ) 21 dˆ , . . ,n
a

aC A a e
aϕ ϕ ξ∗

−= < +∞∫


  

则称 ( )2 nLϕ ∈ 
为可允许函数。 

运用 Plancherel 定理，容易得到下面的命题 1.1。 
命题 1.1 (连续小波变换的重构公式)设σ 是 1 在 ( )2 nL 

上的酉表示，且 ( )2 nLϕ ∈ 
是可允许的，则

对所有 ( )2 nf L∈ 
， 
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( )( ) ( )1 d d, , ,n

a tf f a t a t
C aϕ
ϕ

σ ϕ= ∫ ∫
 

                           (1.4) 

在弱收敛意义下成立。 
命题 1.1 表明可运用小波变换弱积分的形式重建函数。在一般工程应用中，用级数或黎曼和比用弱

积分更易处理。因此，找到 1 的一个离散子集Λ，使得相关的函数族{ }( ), ,a t a t
ϕ

∈Λ
构成级数或黎曼和逼近

重构函数是关键，而要研究级数或黎曼和逼近重构函数，密度则是一个有效的工具。 
设 0h > ， 1 中单位元 ( )( )1 11,0 ne × −= 的邻域 hQ 表示 

) { }2 2, ,
2 2

, 1, 1
n

h h
h

h hQ e e ττ −  = × −  
= −


, 

对 ( ) 1,x y ∈ ，定义 

( ) ( ) ( ) )2 2, , , : , , , .
2 2

h h
h h a

nh hQ x y x y Q xa t A y a e e tτ −
   = ⋅ = + ∈ ∈ −     

 

选择左不变 Haar 测度
1

d da t
a

µ = 定义 ( ),hQ x y 的体积： 

( )( ) ( ) )2 21 1 , ,
2 2

11, 2 .d dn
h hh hh h a e e

nQ x y Q a t h
aτ

µ µ −  − ∈ 

+



= = =∫ ∫   

设Λ是 1 的一个离散子集。对权函数 :w R+Λ → ，定Λ位于 1 子集 K 中的加权元素数 

( )
( )

( )
,

# , .w
a t K

K w a t
∈

= ∑  

下面我们可以给出 1 的一个离散子集Λ的上(下)加权仿射 Beurling 密度，它们类似于文献[15]中给出

上(下)加权仿射 Beurling 密度。 
定义 1.4 设Λ是 1 的一个离散子集。则Λ的上加权密度为 

( )
( )

( )( )
1

1
,

# ,
sup suli p .m

2
w h

w
h x y

n

Q x y
D

h
+

→∞ ∈
+

Λ∩
Λ =


 

Λ的下加权密度是 

( )
( )

( )( )
1

1,

# ,
inf inli f .m

2
w h

w h x y n

Q x y
D

h→∞

−
+∈

Λ∩
Λ =


 

下面给出相应于新引入连续小波变换的离散小波系统、过采样离散仿射小波系统的定义，它们和

(1.1)、(1.2)式给出的定义相类似。 
定义 1.5 (离散小波系统) 
设 ( )2 , 1nL aϕ ∈ >

，和 0b > 通过对离散子集 1 的 1Λ 上的连续小波变换(1.2)进行采样 

( )( ){ }1 : sgn , : , nja a bm j mΛ = ∈ ∈  , 

得到了ϕ 和 1Λ 的诱导的系统形式 

( ) ( )1

11
21 : , .j

aj

j
nbm

n
A a

D T a A bm j mϕ ϕ ϕ−

 − 
 

 
Λ = = ⋅− ∈ ∈ 

 
                   (1.5) 
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称(1.5)为离散小波系统。 
过采样小波系统可以采用文献[15] [16]高维过采样仿射系统相类似的概念给出，即对离散小波系统

( ) { }11 : ,
aj

bm
n

A
D T j mϕ ϕ−Λ = ∈ ∈  ， 1a > 和 0b > ，选择{ } ( )2j j

R GL
∈

⊂


 ，即可定义相应的过采样小

波系统如下： 
定义 1.6 (过采样小波系统) 

( ) 1 1

1 2
det : , .j

jja

R
j A bR

n
m

R D T j mϕ ϕ− −

− Λ = ∈ ∈ 
 

                        (1.6) 

在过采样系统中，可以选择适当的{ }j j
R

∈
，使 

( ) 1 1

1 2
det : ,j

jja

R
j A b

n
R m

R D T j mϕ ϕ− −

− Λ = ∈ ∈ 
 

   

位移不变，位移不变的过采样系统详见文献[17]。 
注 1.2：过采样小波系统实际上是一个加权小波系统，其中 

( )( ){ }1sgn , : ,j
j

na a bR m j m−Λ = ∈ ∈  和 ( )( )1 1sgn ,
det

j
j

j

w a a bR m
R

− = 。 

若选择矩阵 ( )jR j∈ 为任意的对角矩阵，可证得相应的过采样小波系统与经典小波系统具有一致加

权仿射 Beurling 密度。 
下面给出本文的主要结果。 

定理 1.1 设 ( ) ( )1

11
21 : ,j

aj

j
nbmA a

nD T a A bm j mϕ ϕ ϕ−

 − 
 

 
Λ = = ⋅− ∈ ∈ 

 
  是离散小波系统，其中 

1, 0a b> > ，则 

( ) ( )1 1
1 .

2 lnnD D
b a

+ −Λ = Λ =  

定理 1.2 若 ( )jRWϕ Λ 是过采样的离散小波系统， ( ){ }11, ,
j

nn
j jjR diag r r

∈
=




 

是对角矩阵序列，则Λ具有均匀加权密度 

( ) ( ) 1 .
2 lnw w nD D
b a

+ −Λ = Λ =  

3. 主要结果的证明 

定理 1.1 的证明：对 ( ) 1,x y∀ ∈ ， ( )( ) ( )sgn , ,j
ha a bm Q x y∈ ，则 

( )( ) ( )1 1sgn1 ., sgn , , j

j
j

x x ha

a a
A a a bm bm A A Q

x x
y y− −

    − ⋅ = − ∈      
 

其中 

)2 2, ,
2

.
2

h h
n

h
h hQ e eτ −  = × −   

 

因此 
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• 对
( ) )2 2sgn

,
j

h ha a
e e

x
τ −∈  ，有 

log log
2ln 2lna a

h hx j x
a a

− ≤ ≤ + , 

满足条件的 j 最多有 1
ln

h
a
+ 个，至少有 1

ln
h
a
− 个。 

• 当 1 ,
2 2ja

n

x y h hbm A A γ−  − = ∈ −  
时， 

( )T1 2

1

: ,, ,

1 1 .j

n

xa

C C C

m A y
b b

A γ−

=

= −





 

即 

1 , 1, , .
2 2i i
h hC m C i n
b b

− ≤ ≤ + =   

即对给定的 j 值， 1 2, , , nm m m 最多有 1h
b
+ 个，至少 1h

b
− 个值满足条件，即 

( )( )11 1 # , 1 1
ln

.
ln h

n nh h h hQ x y
a b a b

       − − ≤ Λ ∩ ≤ + +              
 

于是 

( )
( )

( )( )

( )

( )

1

1
11

1

1

1

1

,

# ,
sup sup

2

ln
sup 1 1

ln 2

ln

lim

lim

1lim 1 1 .
2 lnln 2

h

h
n

nn

n n

nn

nn n

x y

h

h

Q x y
D

h

ah b
h hb a h

ah
h h b ab a

b
h

+

+

+

+

→∞

+

+

∈

→∞

→∞

Λ ∩
Λ =

   = + +    

= =



   + +     



 

并且 

( )
( )

( )( )

( )

( )

1
1

1

1
1

1

1

1

,

# ,
inf inf

2
lnsup 1 1

ln 2

ln 1lim 1 1 .
2 lnln

lim

lim

2

n

nn

n n

h

h x y

h

nn

nnh n

Q x y
D

h
h a b

h hb a h

ah b
h h b ab a h

−
+

+

+

+

→∞ ∈

→∞

→ +∞

Λ ∩
Λ =

   = − −      

   − −=  
=



 

因此 

( ) ( )1 1
1 1 .

2 ln 2 lnn nD D
b a b a

− +≤ Λ ≤ Λ ≤  

故 
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( ) ( )1 1
1 .

2 lnnD D
b a

+ −Λ = Λ =  

注 2.1：由定理 1.1 的证明过程中可知，对足够大的 h，有 

( )( ) ( )# , .
ln

n

h
nh hQ x y h

a b
 Λ∩ = ⋅ + 
 

  

即 

( )
( )

( )

( )

( )

1

1

1

1

1

ln
sup

2

ln
2

ln
i

lim

lim

li n
2

1
2 n

m f

l

n

n

n

n

n

n

n

n

h
n

h

n

h

h h h
a b

D
h

h h h
a b

h
h h h
a b

h

D
b a

+

→∞

→∞

→

+

+

+

−

∞

 ⋅ + 
 

Λ =

 ⋅ + 
 

=

 ⋅ + 
 

=

= = Λ







 

定理 1.2 的证明：对 ( ) 1,x y∀ ∈ 。若 ( )( ) ( )1sgn , ,j
j ha a bR m Q x y− ∈ ，则 

( )( ) ( )1 1 1 1sgn1 , sg .n , , j

j
j

x j j x ha

a a
A y a a bR m bR m A A y Q

x x
− − − −

    − ⋅ = − ∈      
 

这里 

)2 2, ,
2

.
2

h h
n

h
h hQ e eτ −  = × −   

 

因此 

log log .
2 ln 2lna a

h hx j x
a a

− ≤ ≤ +                            (2.1) 

和 

( )T1 2

1

: ,

1

, ,

,
2 2

,

n

jj xa

C C C

nh hbR m A yA γ− −

=

 − = ∈ −  




 

即 

1 , 1, , 2.
2 2

ii ii
j ii j

h hC r m C r i
b b

− ≤ ≤ + =                           (2.2) 

对一个固定的 ( ) 1,x y ∈ ，满足(2.1)的 j 大约有
ln

h
a
个。对给定的 ,j i ，满足(2.2)的 im 大约有 ii

j
h r
b

个，

即用注 2.1 可得 
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( )( ) ( )
1

1# , .
lndet

iin j
w h

ij

n
h rhQ y

aR b
x h

=

Λ∩ = ⋅ +∏   

因此 

( )
( )

( )( )

( )

( )

1
1

1

11

1

,

1

# ,
sup sup

2

1sup
2 ln

lim

li
det

1 1 1lim .
2

m

ln 2 ln

n

n

n
nn n

n
n n

w h
w

h x y

n
ii
j

i

h j

nh

Q x y
D

h

h r
h

hh b a R

h
b a h b a

+

→∞ ∈

=

+

+

+
→∞

+

+→∞

Λ∩
Λ =

 
 
 = +
 
 
 

 
= + = 

  

∏







 

类似可证 ( ) 1
2 lnnwD
b a

− Λ = 。 

例 1：令 2,h hba e heτ −== ，显然利用定理 1.1 易知离散子集 
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