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摘  要 

非对称微分博弈纳什均衡的求解及其性质的分析是博弈论中极具挑战的难题。本文提出具有异质(非对称)
费用的动态古诺博弈模型，分别采用Pontryagin极大值原理和动态规划方法求得开环、闭环和反馈信息

结构的纳什均衡，并重点分析了非对称纳什均衡的极限性质。当异质性通过费用函数的线性项表示时，

纳什均衡的极限性质与对称情形是一致的。特别地，非对称的反馈纳什均衡仍然是渐近稳定的，这与

Fershtman和Kamien的断言不同。当异质性通过费用函数的非线性项表示时，运用动态规划(值函数)
方法不能得到反馈纳什均衡的解析解，此时非对称性对均衡极限性质的影响尚不明确。本文的理论突破

了经典微分博弈纳什均衡求解和分析的界限，拓宽了应用。 
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Abstract 
The computation of Nash equilibrium for asymmetric differential games and the analysis of its 
properties are challenging problems in game theory. In this paper, a dynamic Cournot game model 
with heterogeneous (asymmetric) costs is proposed. The open-loop, closed-loop and feedback Nash 
equilibria are obtained using Pontryagin’s maximum principle and dynamic programming method 
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respectively, and the limit properties of asymmetric Nash equilibria are emphatically analyzed. 
When the heterogeneity is expressed by the linear term of the cost function, the limit property of 
the Nash equilibrium is consistent with the symmetric case. In particular, the asymmetric feed-
back Nash equilibrium is still asymptotically stable, which violates the assertion of Fershtman and 
Kamien. When the heterogeneity is expressed by the nonlinear term of the cost function, the ana-
lytic form of the feedback Nash equilibrium cannot be obtained by the dynamic programming 
(value function) method. In this case, the influence of asymmetry on the limit property of equili-
brium is not clear. The theory of this paper breaks through the boundary of computation and 
analysis of Nash equilibrium in classical differential games and broadens its application. 
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1. 引言 

动态古诺博弈是近年来产业组织领域的热点研究方向(如文献[1] [2] [3] [4] [5])。Simaan 和 Takayama
在文[6]中首次采用微分博弈框架研究动态双寡头竞争。在此基础上，Fershtman 和 Kamien 在文[1]中研究

了动态双寡头博弈的开环和反馈纳什均衡的极限性质。Dockner 在文[7]中将上述模型推广到 N 人博弈，

并考察了当 N 趋于无穷时均衡的极限性质。Cellini 和 Lambertini [8]研究了具有差异化产品的动态古诺竞

争。Dockner 和 Haug [9]，Driskill 和 McCafferty [10]则将动态古诺博弈模型应用于国际贸易问题。 
上述文献中，博弈的对称性假设起着重要作用，它极大地简化了纳什均衡的求解。Fershtman和Kamien

在文[1]中研究反馈纳什均衡的极限性质时断言，只有对称的反馈纳什均衡才是渐近稳定的。一个基本的

问题是：非对称性对上述动态博弈纳什均衡的求解及性质特别是极限性质会产生怎样的影响？导致博弈

非对称性的因素是多方面的，如局中人的行为，信息，费用等。同时，非对称性带来了博弈分析的困难。

特别是，非对称的微分博弈，不易求得纳什均衡的解析解。 
作为对上述问题的研究，本文拟迈出首先的一步。假设局中人的费用具有异质性，考察非对称性对

动态古诺博弈均衡性质，特别是极限性质的影响。我们首先提出一个具有异质费用的双寡头竞争微分博

弈模型，费用的异质性通过费用函数的线性项给出。这一简单的设定，使得我们能够顺利求得开环，闭

环和反馈三种信息结构的均衡产出和价格。不论基于哪种信息结构，具有较低成本的企业，拥有较高的

均衡产出。尽管费用的异质性导致了不同的均衡产出和价格，但纳什均衡的极限性质与对称情形是一致

的。特别地，非对称的反馈纳什均衡仍然是渐近稳定的，这与 Fershtman 和 Kamien 在文[1]中的断言不同。 
在模型的扩展部分，我们进一步设定，费用的异质性通过费用函数的二次项给出。但费用的非线性带

来了问题的本质困难，运用值函数方法我们不能得到反馈纳什均衡的解析解，均衡的极限性质尚不明确。 
本文的结构安排如下：第二节引入基本模型。第三节到第五节分别研究开环，闭环和反馈纳什均衡

及其性质。第六节考察扩展的模型并研究对应的开环，闭环和反馈纳什均衡及其性质。 

2. 模型与记号 

本文考虑一个具有异质费用的动态双寡头垄断市场： 
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( )( ) ( ) ( )21 , 1, 2,
2i i i i iC u t c u t u t i= + =                              (1) 

其中 ( ) 0iu t ≥ 表示第 i 个企业在时间 t 的产出。假设 2 1c c> ，表示两家企业的成本是异质的。 
假设产品的当前价格 ( )p t 由下述微分方程描述： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 0 ,, 0p t s a u t u t p t p p = − + − =                          (2) 

其中 0a > 表示市场的规模， 0s > 表示常数价格调整速度， 0p 为给定的初始价格。方程(2)表示市场的价

格是“粘性”的，即价格的变化率是当前市场价格 ( )p t 和静态逆需求函数 ( ) ( )( )1 2p a u t u t= − + 所指示的

价格水平之差的线性函数。 
每个企业的目标是最大化： 

( ) ( ) ( )
0

e d , 1,2,i rt
i i iJ p t u t C u t i

∞ −= − = ∫                           (3) 

其中 0r > 表示贴现率。 
因此，(1)~(3)定义了一个具有线性二次结构的异质费用 2-人非零和微分博弈。 
在本文的分析中，我们分别采用基于开环，闭环和反馈信息结构(策略空间)的纳什均衡作为微分博弈

的解概念，参见文献[11] [12] [13] [14] [15]。 
定义 1. (i) 局中人 i 的开环策略空间为 

( ) ( ) [ ){ }| 0, .ol
i i iS u t u t t= ∈ +∞关于 逐段连续  

(ii) 局中人 i 的闭环(无记忆)策略空间为 

( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) }

0 0, , | , , 0

         , , .

cl
i i i

i i

S u t p p u t p p m t

u t p u t p m t p

t

p

= ≥

′ ′− ≤ −

关于 逐段连续且对可积的 满足
 

(iii) 局中人 i 的反馈策略空间为 

( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) }

, | , 0

          , , .

fd
i i i

i i

S u t p u t p m t

u t p u t p m t p p

t= ≥

′ ′− ≤ −

关于 逐段连续且对可积的 满足
 

定义 2. 由(1)~(3)定义的 2-人微分博弈的纳什均衡为相应策略空间上满足下述条件的策略组合

( )* *,i ju u ： 

( ) ( )* * *, ,i i
i j i jJ u u J u u≥ ，对任意容许策略 , 1,, 2 , .iu i j i j= ≠  

作为下文的参照，在异质费用的静态古诺博弈中，纳什均衡价格为 

* 1 22
,

4D
a c cP + +

=                                      (4) 

以及根据“边际费用等于价格”的原则得到的“竞争”价格为 

* 1 2 .
3C

a c cP + +
=                                      (5) 

3. 开环纳什均衡 

本节我们将计算上述微分博弈的开环纳什均衡，进一步探讨异质费用对企业均衡产出的影响，以及

平稳开环纳什均衡价格与静态古诺均衡价格和竞争价格之间的关系。 
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定理 1. 由(1)~(3)定义的微分博弈存在唯一的平稳开环纳什均衡。均衡价格为 

( )( )
( )

* *
1 2* 4 3

,
3 4 3

D C
ol

as a c c s r sP rP
p

s s r s r
+ + + + +

= =
+ + +

                        (6) 

均衡产出为 

( )( ) ( )( ) ( )
( )( )

1 2*
1

3 2
,

4 3 2
a c s r a c s r s r

u
s r s r

− + − − + +  =
+ +

                       (7) 

( )( ) ( )( ) ( )
( )( )

2 1*
2

3 2
.

4 3 2
a c s r a c s r s r

u
s r s r

− + − − + +  =
+ +

                       (8) 

证明 写出局中人 i 的当前值哈密顿函数： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )21, , , ,  , 1, 2, ,
2

i
i i i i i i i i jH p u t p t u t c u t u t s a u t u t p t i j i jλ λ  = − − + − + − = ≠       (9) 

其中 iλ 为伴随变量。 
开环纳什均衡的必要条件为： 

( ) ( ) ( ) 0,i i ip t c u t t sλ− − − =                               (10) 

( )( ) ( ) ,i i it s r u tλ λ= + −                                 (11) 

( )lim e 0, 1,2.rt
it

t iλ−

→∞
= =                                 (12) 

对(10)关于 t 求导并将(11)中 ( )i tλ 以及(10)中 ( )i tλ 代入，得到 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) , 1, 2, .i j i iu t s a u t p t s r p t c u t i i j= − − − + − − = ≠                (13) 

由于在平稳点处 ( ) ( ) ( )1 2 0p t u t u t= = =   ，运用(2)和(13)，得到(6)~(8)，完成定理 1 的证明。 
推论 1. 由(1)~(3)定义的微分博弈，费用较低的企业拥有较高的开环均衡产出。 
推论 2. 由(1)~(3)定义的微分博弈，当 0r → 或 s →∞时，平稳开环均衡价格收敛到静态古诺均衡价

格；当 0s → 或 r →∞时，平稳开环均衡价格收敛到静态竞争价格，即 
* * * * * *

0 0
lim lim lim l; .imol ol D ol ol Cs r r s

p p P p p P
→∞ → →∞ →

= = = =  

推论 3. 由(1)~(3)定义的微分博弈，渐进稳定的开环纳什均衡的价格轨迹为 

( ) ( )* *
0 ,ee kt

ol ol olp t p p p= + −                                (14) 

其中 *
olp 是由(6)给出的平稳开环均衡价格， ( )

1
2 21 4 0

2
k A A B

 
−


+ − 


= < ， A s r= − ， ( )2 3B s s s r= − − + 。 

证明 对(2)关于 t 求导，分别代入(10)，(11)以及(2)中的 ( ) ( ),i it tλ λ 和 iu ，得到 
,p Ap Bp R+ + =                                     (15) 

其中 A s r= − ， ( )2 3B s s s r= − − + ， ( )( )2
1 2R s a s c c a s r = − + + + + 。 

微分方程(15)的一个特解为 ( )p t R B= ，恰为平稳的开环纳什均衡价格。(15)对应的特征方程为 
2 0.A Bµ µ+ + =                                    (16) 

解得方程(16)有两个实根：一个正根，一个负根(记为 k)。从而(14)给出博弈的渐进稳定开环纳什均衡价格

轨迹。 
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4. 闭环纳什均衡 

本节我们研究具有异质费用的闭环纳什均衡，得到闭环纳什均衡产出以及相应的平稳均衡价格，随

后讨论平稳闭环纳什均衡价格的性质并与开环信息结构的结果进行比较。 
定理 2. 由(1)~(3)定义的微分博弈存在唯一的平稳闭环纳什均衡。均衡价格为 

( ) ( )( )1 2* 3 2
,

3 7cl

a r s r s c c
p

r s
+ + + +

=
+

                            (17) 

均衡产出为 
( )( ) ( )( )

( )( )

2 2 2 2
1 2*

1

5 2 2
,

7 3

a c s sr r a c s sr r
u

s r s r

− + + + − − −
=

+ +
                    (18) 

( )( ) ( )( )
( )( )

2 2 2 2
1 2*

2

2 5 2
.

7 3

a c s sr r a c s sr r
u

s r s r

− − − + − + +
=

+ +
                    (19) 

证明 写出局中人 i 的当前值哈密顿函数(9)以及闭环纳什均衡满足的伴随方程： 

, , , 1, 2,
j

ji i
i i p u

u
r H H i j i j

p
λ λ

∂
= − − ≠ =

∂
                           (20) 

即 
( )( ) ( ) .i i i jt s r u t sλ λ λ= + − +                               (21) 

在定理 1 的证明中，我们用(21)代替(11)得到(17)~(19)。 
推论 4. 由(1)~(3)定义的微分博弈，费用较低的企业拥有较高的闭环均衡产出；平稳的闭环纳什均衡

价格低于开环均衡价格。 
推论 5. 由(1)~(3)定义的微分博弈，当 0r → 或 s →∞时，平稳的闭环均衡价格收敛到低于静态古诺

均衡的价格；当 0s → 或 r →∞时，平稳的闭环均衡价格收敛到静态竞争价格，即 

( )1 2* * * * * *1 2
0 0

;
3 2

lim lim lim lim
7

.
3cl cl D cl cl Cs r r s

a c c a c cp p P p p P
→∞ → →∞ →

+ + + +
= = < = = =  

用(21)替代(11)，按照推论 3 的证明方法，我们得到推论 6。 
推论 6. 由(1)~(3)定义的微分博弈，渐进稳定的闭环纳什均衡价格轨迹为 

( ) ( )* *
0 ,ee lt

cl cl clp t p p p= + −                               (22) 

其中 *
clp 是由(17)给出的平稳闭环均衡价格，常数 ( )( )

1
2 21 4 3 7 0

2
l r r s r s= − + +


 
 

<


。 

注 1. 闭环解和开环解的差异来自于伴随方程(20)中的
j

i
u jH u p∂ ∂ 项，这一项在开环信息结构中为零；

在闭环信息结构中，该项非零，即伴随方程中包含了竞争对手的产出策略对当前价格的依赖性。 

5. 反馈纳什均衡 

本节我们研究反馈信息结构的纳什均衡及其性质。 
定理 3. 由(1)~(3)定义的微分博弈存在一个非对称的全局渐近稳定的子博弈完美的反馈纳什均衡

( ) ( )( )* *
1 2,u p u p ，其中 

( ) ( ) ( )
*

0,                                  ˆ
ˆ

,
1 , ,

i
i

i i i

u p
sK p sE c

p p
p p

=  − + >−

≤


                          (23) 
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ˆ ,  1, 2,
1
i i

i
c sE

p i
sK

−
= =

−
                                  (24) 

( )2 2

2

6 6 12
,

6
r s r s s

K
s

+ − + −
=                               (25) 

( ) ( ) ( )
( )( )

2 2
2 2 1 1

1 2 2

2 2 2 3
,

3 3 3

s K c sK a c c sK a c s s K r
E

s r s K s r s K

− + + − + − +      =
+ + + −

                (26) 

( ) ( ) ( )
( )( )

2 2
1 1 2 2

2 2 2

2 2 2 3
.

3 3 3

s K c sK a c c sK a c s s K r
E

s r s K s r s K

− + + − + − +      =
+ + + −

                (27) 

证明 首先考虑 { }0 1 2ˆ ˆmax ,p p p> 的情形，此时博弈具有内点解。写出反馈均衡策略 ( )* *
1 2,u u 满足的

Hamilton-Jacobi-Bellman 方程： 

( ) ( ) ( ) ( )21max , , 1, 2, ,
2i

i i
i i i p i ju

rV p p c u u sV p a p u u i j i j  = − − + − − + = ≠   
           (28) 

其中 ( )iV p 是从状态 p 开始的子博弈中局中人 i 的值函数。 
最大化(28)式的右端，得到 

( )* , 1, 2.i
i i pu p c sV p i= − − =                                (29) 

将(29)代入(28)，得到 

( ) ( )( ) ( )
( )

2

              

1
2

2 2 , , 1, 2, . 

i i i
i i p i p

i i j
p i p p

rV p p c p c sV p c sV

sV a p p c sV sV i j i j

= − − − − − −

 + − − − − − = ≠ 

                 (30) 

我们提出二次值函数： 

( ) 21 ,
2

i
i i iV p K p E p g= − +                                (31) 

则 ( )i
p i iV p K p E= − ， 1,2i = 。 
将 ( )iV p 和 ( )i

pV p 代入(30)，得到 

( )

2 2 2 2 2

2 2

2

                    

1 1 13
2 2 2

3 2 2

1 1                               

          

     2 .
2

      

2

i i i i i j i

i i i i j i i i

i i j i i

rK p rE p rg sK s K K s K p

sE s K E s K E c sK a c p

c sE sE a c E s

 
 
 
 

− + = −


 
 


+ +

+ − − − + +

+ + + −


−

             (32) 

比较(32)中 2p 的系数，我们有 

( )2 2 22 6 1 0, , 1, 2, .i j is K s K s r K i j i j+ − − + = = ≠                       (33) 

由(33)得到 
( ) ( ) ( )2

1 2 1 2 6 0,K K s K K r s − + − + =                             (34) 

意味着 1 2K K= 或 ( ) ( )2
1 2 6s K K r s+ = + 。 

情形 1 1 2K K≠ ， ( ) ( )2
1 2 6s K K r s+ = + ，从而 1 2E E≠ ， 1 2g g≠ ， * *

1 2u u≠ 。将(29)中 *
1u 和 *

2u 代入(2)， 
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( ) ( )1 2 1 2 1 23 .p sp s K K s a c c s E E− + − = + + − +                            (35) 

(35)的一个特解为 

( )
( )

1 2 1 2

1 2

,
3

a c c s E E
p

s K K
+ + − +

=
− +

 

其完全解为 

( ) ( ) ( )1 2 3
0 e .s s K K tp t p p p + −  = + −                             (36) 

若 ( )1 2 3 0s K K+ − < ，当 t →∞时 ( )p t 将收敛于 p 。由于 ( ) ( )2
1 2 6s K K r s+ = + ，得 3 0r s+ < ，这与

,r s 非负相矛盾。 
情形 2 1 2K K= 。由于 1 2c c≠ ，所以 1 2E E≠ ， 1 2g g≠ ， * *

1 2u u≠ 。(2)的完全解为 

( ) ( ) ( )2 1 1
0 e ,s sK tp t p p p − −  = + −                             (37) 

其中 

( )
( )

1 2 1 2 .
2 1 1

a c c s E E
p

sK
+ + − +

=
− +

 

若 ( )2 1 1 0sK − − < ，当 t →∞ 时 ( )p t 将收敛于 p 。因此(37)渐近稳定的必要条件是 3 2K s< 。令

1 2K K K= = ，(33)的解为 

( )2 2

2

6 6 12
.

6
r s r s s

K
s

+ ± + −
=                              (38) 

由必要条件排除(38)的正项，则 K 由(25)给出。 
通过(32)，我们得到分别由(26)和(27)给出的 1E 和 2E 。将 ( )i

pV p 代入(29)，得到 

( ) ( ) ( )* 1 , 1, 2.i i iu p sK p sE c i= − + − =  

其次考虑 { }0 1 2ˆ ˆmin ,p p p≤ ，此时博弈不具有内点解，证明类似于文献[1]。 
推论 8. 由(1)~(3)定义的微分博弈，费用较低的企业拥有较高的反馈纳什均衡产出。 
推论 9. 由(1)~(3)定义的微分博弈存在平稳的反馈纳什均衡价格： 

( )
( )

1 2 1 2* .
2 1 1fd

a c c s E E
p

sK
+ + − +

=
− +

                              (39) 

推论 10. 由(1)~(3)定义的微分博弈，当 s →∞或 0r → 时，平稳的子博弈完美的反馈纳什均衡价格

收敛到一个低于静态古诺均衡的价格： 
* *

* 2 2 3
.

1 2 2 3
C DP P

p
+

=
+

 

证明 令 lim
s

sK β
→∞

= ， lim i is
sE γ

→∞
= ， 1,2i = ，通过(25)~(27)，我们有 

1 2 3,β = −  

( ) ( ) ( )
( )( )

2 2 1 1
1

2 2 3 2
,

3 3 3
c a c c a cβ β β β

γ
β β

− + + − − +      =
+ −
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( ) ( ) ( )
( )( )

1 1 2 2
2

2 2 3 2
.

3 3 3
c a c c a cβ β β β

γ
β β

− + + − − +      =
+ −

 

同时，
0

lim
r

sK β
→

= ，
0

lim i ir
sE γ

→
= 。因此， 

* *
* * 1 2 1 2

0

2 2 3
lim lim .

3 2 1 2 2 3
C D

fd fds r

P Pa c cp p γ γ
β→∞ →

++ + − −
= = =

− +
 

推论 11. 由(1)~(3)定义的微分博弈，渐进稳定的子博弈完美的反馈纳什均衡价格轨迹为 

( ) ( ) ( )2 1 1* *
0 ,es sK te

fd fd fdp t p p p − −  = + −                           (40) 

其中 *
fdp 是由(39)给出的平稳反馈纳什均衡价格，K 由(25)确定。 

6. 模型的扩展 

接下来我们假设费用的异质性通过费用函数的二次项表示，即 

( ) 21 1, , 2,
2i i i iC u d u i= =                                 (41) 

其中 2 1 0d d> > 。因此，(41)和(2)~(3)定义了一个新的具有异质费用的微分博弈。 
此时对应的静态古诺均衡价格以及“竞争”价格分别为 

( )( )
( )( ) ( )( )

1 2 1 2

1

† †

2 1 2

1 1
; .

2 2 1 1 1 1D C
a d d ad dP P

d d d d
+ +

= =
+ + − + + −

 

分别按照定理 1 和定理 2 的方法，我们得到定理 4 和定理 5。以此为基础，我们分析开环和闭环信

息的纳什均衡的极限性质。 
定理 4. 由(41)和(2)~(3)定义的微分博弈，存在唯一的平稳开环纳什均衡。均衡价格为 

( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )2

1 2

† 1 1 2 21 1
,

1 1
ol

a d s d r d s d r
p

s d r s s d r s r s

+ + + +  =
+ + + + + + − +      

                      (42) 

均衡产出为 

( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )

2
1 2

2

†

1

,
1 1

as ad r s s r
u

s d r s s d r s r s

 + + +
=

+ + + + + + − +      

                     (43) 

( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )

1
2 2

2

†

1

.
1 1

as ad r s s r
u

s d r s s d r s r s

 + + +
=

+ + + + + + − +      

                     (44) 

推论 12. 由(41)和(2)~(3)定义的微分博弈，当 0r → 或 s →∞时，平稳开环纳什均衡价格收敛到静态

古诺均衡价格；当 0s → 或 r →∞时，该价格收敛到静态竞争价格，即 
† † † † †

0

†

0
lim lim lim l; .imol ol D ol ol Cs r r s

p p P p p P
→∞ → →∞ →

= = = =  

定理 5. 由(41)和(2)~(3)定义的微分博弈，存在唯一的平稳闭环纳什均衡。均衡价格为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

22 2 2 2
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 1 1

†

1 2 2 1

1 1 1 1 2
,

1 1 1 1 2 2cl

a s d d s s r d d d d r s d d d d d d r r s s d d r s s
p

s d r s d d s d r s d d d r s s d r s s

 − + + − + − + + − + + + + + + =
+ + + + + + + + − + + + +           

(45) 
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均衡产出为 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 1 1 2 2 1
1

2 2 1 1 1 2 2 1

†
1 1 2

,
1 1 1 1 2 2

a d r s s s d r s d d d r s s d r s s
u

s d r s d d s d r s d d d r s s d r s s

 + + + + + + − + + + +       =
+ + + + + + + + − + + + +       

  

   
   (46) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 2 1 1 2
2

2 2 1 1 1 2 2 1

†
1 1 2

.
1 1 1 1 2 2

a d r s s s d r s d d d r s s d r s s
u

s d r s d d s d r s d d d r s s d r s s

 + + + + + + − + + + +       =
+ + + + + + + + − + + + +       

  

   
   (47) 

推论 13. 由(41)和(2)~(3)定义的微分博弈，当 0r → 或 s →∞时，平稳闭环纳什均衡价格收敛到低于

静态古诺均衡的价格；当 0s → 或 r →∞时，该价格收敛到静态竞争价格，即 

( )
( )( )

1 2 1 2 1 2
0 0

1 2

† † † †

1 1 2

† †

2

lim lim lim lim
2 2 2 1 1 1

; .cl cl D cl cl Cs r r s

a d d d d ad dp p P p p P
d d d d d d→∞ → →∞ →

+ +
= = < = = =

+ + + + + −
 

在反馈信息的情形，我们采用值函数方法得到定理 6，反馈纳什均衡通过 Riccati 型方程给出。 
定理 6. 由(41)和(2)~(3)定义的微分博弈，存在一个反馈纳什均衡 ( ) ( )( )1 2

† †,u p u p ，其中 

( ) ( )
†

0,                                    ,
1     ,1 ,

i

i i i
i

i

p

sL p sF

p
u p

p p
d

≤
=    > +


− 





                         (48) 

, 1, 2,
1

i
i

i

sF
p i

sL
= =

−
                                   (49) 

1 2,L L 由下列方程组决定 

( ) ( )
( ) ( )

2 2 2
2 2 1 1 1 2 1 1 2 1 1 2

2 2 2
1 1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2

2 2 2 0,

2 2 2 0,

d s d L s d L L sL d d s r L d d

d s d L s d L L sL d d s r L d d

+ + − + − + =

+ +



− + − + =




                 (50) 

1 2,F F 分别为 

( )2 2 2
1 2 1 1 2 1 2 1 2 1 1 1 2 2 1

1 ,
ad d sL d s d s d d r d d s L d s L d s L d s

F
M

+ + + + − −
= −               (51) 

( )2
1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1

2 ,
ad d sL d s d s d d r d d s L d s

F
M

+ + + −
= −                     (52) 

其中 

( )
( )
( )

2 2 2 2 2 4
1 1 2 1 2 1 2 1 1 2 1 2 2 1

2 2 2 2 2 2 3
1 1 1 2 2 1 1 1 2 2 1 2 1 1 2 1 1 2 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 1 1 2 2 1 2

2
1

2 2

       2 3 3 2 3

       2 2 2 2 3

       2

M L d d L d L L d L L d d L d s

L d L d L d L d d L d d L d d L d d L d d s

d d d d d d d d d d L d d r L d d r L d d r s

rd

= − + − + +

+ − − − − − + −

+ + + + + + − + −

+ ( )2 2 2 2 2 2
2 1 1 2 1 22 2 2 .d rd d rd d s d d r+ + +

 

证明 首先考虑 { }10 2max ,p p p>   的情形，此时博弈具有内点解。写出反馈均衡策略 ( )1 2
† †,u u 满足的

HJB 方程： 

( ) ( ) ( )21max , , 1, 2, ,
2i

i i
i i i p i ju

rV p pu d u sV p a p u u i j i j  = − + − − + = ≠   
           (53) 

其中 ( )iV p 是从状态 p 开始的子博弈中局中人 i 的值函数。 
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最大化(53)式的右端，得到 

( )† 1 , 1, 2.i
i p

i

u p sV p i
d
  == −                              (54) 

将(54)代入(53)，得到 

( ) ( ) ( )221 1
2

1 1 , , 1, 2,               .

i i i
p p

i i

i
p pi

p
i

j

j i j

rV p p spV p sV
d d

V V
sV a p p s i j i j

d d d d

= − − −

   
+ − − + + + = ≠           

                (55) 

我们提出二次值函数： 

( ) 21 ,
2

i
i i iV p L p F p h= − +                                (56) 

则 ( )i
p i iV p L p F= − ， 1,2i = 。 
将 ( )iV p 和 ( )i

pV p 代入(55)，得到 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2

2
2

1

1

1

2

11
1

2

1

i i i

i j j ii jii
i

j i j j i i ii
i i

i i i

j i

i i j i

j j
i

i

j

i j j ii j

i j i j

sd d F d F sF sLsF
sL a sF

d

rL p rF p rh

s d L d Ld dsLsL
sL p

d d d d d d

s d L d Ld d
p

d d d

sd d F d F
sF a

d d d

d

− +

  ++−−  = − − − +
    

 ++
 + − +
 

  + −  − + + + 
    

 +



− −



2 2

, , 1, 2, .
2 i

s F i j i j
d

 − = ≠



     (57) 

比较(57)中 2p 的系数， 1 2,L L 由方程组(50)决定。比较(57)中 p 的系数，可得 1 2,F F 分别由(51)和(52)
给出。其次考虑 { }10 2min ,p p p≤   的情形，此时博弈不具有内点解，证明类似于文[1]。 

注 2. 当异质性是通过费用函数的非线性项给出时，按照定理 6 的结果，运用值函数方法不能获得反

馈纳什均衡的解析解，均衡的极限性质无法得到分析。非对称微分博弈反馈纳什均衡的求解及其性质分

析仍是极具挑战的开问题。 
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