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摘  要 

本文研究一维非线性Allen-Cahn方程的保结构Du Fort-Frankel差分法。该格式是显式的且无条件能量稳定。

所得的数值解满足离散最大化原则。运用离散最大化原则得到该格式在 L2 范数下有 ( )h h2 2 2 2τ τΟ + + 的

收敛阶。最后，数值算例验证了理论结果。 
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Abstract 
In this paper, we consider the structure preserving Du Fort-Frankel difference schemes for one 
dimensional nonlinear Allen-Cahn equation. The scheme is explicit and unconditionally energy 
stable. The numerical solution satisfies the principle of discrete maximum. The convergence order 
of the scheme is ( )h h2 2 2 2τ τΟ + +  under L2  norm. Finally, numerical examples verify the theo-
retical results. 
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1. 引言 

本文考虑如下一维非线性 Allen-Cahn 方程的初边值问题(IBVP)， 

( ) ( )
( ) ( )

( ]

2

0

,    ,  0, ,

,0 ,       ,

0,                  0, .

t xxu u f u x t T

u x u x x

u t T

ε

∂Ω

 − = ∈Ω ∈
 = ∈Ω
 = ∈

                         (1.1) 

这里 u 表示二元合金中的一个金属部件的浓度， 0ε > 表示接口的宽度，非线性项 ( ) 3f u u u= − ，Ω

为Ω的内部点。 
早在 1979 年，Allen 和 Cahn 在描述晶体中的反相位边界运动时引入 Allen-Cahn 方程[1]，此后，它

被广泛用于描述各种应用问题，比如，相变[2] [3]、晶体[4] [5]生长和图像分析[6] [7]。此类相场模型的

方程本身具有一定的复杂性且无真解的解析表达式，故需要精确有效的数值格式来进行求解，因此研究

该方程的数值解求解方法就显得格外重要。 
众所周知，IBVP(1.1)有两个重要的性质，其一是能量稳定性，一维非线性 Allen-Cahn 方程具有如下

的能量函数： 

( ) ( )222 21 1 1 d ,
2 4

E u u u xε
Ω

= ∇ + −∫                           (1.2) 

该能量函数随时间递减；其二是该方程的精确解满足最大化原则。这两点性质在研究 Allen-Cahn 方程高

效的数值解法中发挥重要作用。 
目前关于 Allen-Cahn 方程的数值逼近学者们做了很多工作。2010 年，[8]中 Shen 等对 Allen-Cahn 方

程和 Cahn-Hilliard 方程建立了三种格式，并进行了能量递减稳定分析和误差分析；[9]中张佳琪等考虑了

三种离散格式，证明了所建立的数值格式满足离散最大化原则和能量衰减性；[10]中汤涛等建立一阶隐显

格式证明了 Allen-Cahn 方程的最大化原则及其无条件稳定性，并给出误差分析；[11]中 Shen 等研究了具

有非线性迁移率的广义 Allen-Cahn 方程，建立了在时间方向半离散的格式和完全离散格式；[12]中 Hou
等提出了分数阶空间 Allen-Cahn 方程的二阶 Crank-Nicolson 有限差分格式，这项工作的主要贡献之一是

证明了在合理的时间步长约束下，数值解满足离散极大值原理；基于最大稳定性，建立了全离散格式的

非线性能量稳定性，并研究了相应的误差估计，数值实验验证了理论结果；[13]中 Hou 等采用有限差分

法求解含有小扰动得到最大范数下的离散有界稳定性；[14]中乔寒月等建立了全离散紧差分格式，证明了

在合理的步长比和时间步长的约束下，其数值解满足离散最大化原则，此外还研究了全离散格式的能量

稳定性，这对一维带有边界条件的非线性 Allen-Cahn 方程的数值逼近又增添一种有效可行的方法。 
本文通过构造显式保结构有限差分方法(简称 SP-DFFT-FDMs)对 IBVP(1.1)进行数值求解。文章其余

部分安排如下，在第二节，给出一些必需的符号和辅助引理以及差分格式的建立；第三节从离散最大化
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原则、离散能量稳定性和收敛性三个方面进行数值分析；第四节，数值算例验证了理论分析的正确性；

第五节给出一些结论。 

2. 符号及引理 

在建立差分格式前，先介绍一些符号和引理。首先，对求解区间 ( ){ }, ,0l rx t X x X t TΩ = ≤ ≤ ≤ ≤ 进

行剖分，取空间步长 ( ) ( )r lh X X m m Z += − ∈ ， ( )0j lx X jh j m= + ≤ ≤ ，时间步长 ( )T N N Zτ += ∈ ， ,j k
均为整数， ( )0kt k k Nτ= ≤ ≤ ，对时间方向和空间方向剖分形成的网格定义如下： 

{ },0k kt t k k Nτ τΩ = = ≤ ≤  

{ },1 1h j lx X jh j mΩ = + ≤ ≤ −  

{ }0h jx j m∂Ω = = 或  

此外，记网格空间 h h hτ τΩ = Ω Ω ∂Ω  。记 { }{ }0
00 , 0h j mT V V V j m V V= = ≤ ≤ = = 为 hτΩ 上的网格函数，

取网格函数 0
hU T∈ ，定义如下算子： 

1
2

1 1 1
2

2

2, ,
k k k k k

k k
t t

U U U U UU Uδ δ
τ τ

+ + −
+ − − +

= =  

1 1 1 1

ˆ , ,
2 2

k k k k
k k

t
U U U UU Uδ

τ

+ − + −− +
= =  

1
2

1 1 12
2

2
, .j j j j j

x x jj

U U U U U
U U

h h
δ δ− + −

−

− − +
= =  

对于任意的 0, hU V T∈ ，定于如下内积和范数： 

( )1 1
2 2

21 1 12

1 0 1
, , , , ,

m m m
k k k k k k
j j x x x x jj j

j j j
U V h U V U V h U V U h Uδ δ δ δ

− − −

+ +
= = =

= = =∑ ∑ ∑  

1 1 1

2 2 2

0
, , , max .x x jH H H j m

U U U U U U U Uδ δ
∞ ≤ ≤

= = + =  

引理 2.1 ([15])设{ }0kF k ≥ 为非负序列，且满足 ( )1 1 , 0,1, 2,k kF c F g kτ τ+ ≤ + + = 其中 c 和 g 为非负

常数，则有 
0e ,  0,1, 2,k ckt gF F k

c
 ≤ + = 
 

  

3. 差分格式的建立 

记 k
ju 和 k

jU 分别表示问题 IBVP(1.1)的精确解和数值解，常数 C 为不依赖网格参数，不同的情形下取

不同的值。 
在结点 ( ),j kx t 处考虑 IBVP(1.1)有 

( ) ( ) ( )( ) ( )32, , , , .t j k xx j k j k j ku x t u x t u x t u x tε= − +                      (3.1) 

由带拉格朗日余项的泰勒展开式得 

( ) ( )( ) ( )
2 3

ˆ 1 1 1 13, , , ,
6

k kk
t j k j j k kt j j

uu x t u x t t
t

τδ ξ ξ− +
∂

= − ≤ ≤
∂

                 (3.2a) 
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( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )

2 2 4 2 2
2 2

2 32 4 2 2

1 2 1 1 3 1

, , , ,
12

, ,

kkk k
xx j k x j t j k jj j

kk
j j k kj j

h u uu x t u u t x
h x h t

x x t t

τ τδ δ ξ ξ

ξ ξ− + − +

∂ ∂
= − − +

∂ ∂

≤ ≤ ≤ ≤
            (3.2b) 

( ) ( )( ) ( )
2 4

2
4 1 4 14, , , ,

12
k kk

tt j k t j j k kj j

uu x t u x t t
t

τδ ξ ξ− +
∂

= − ≤ ≤
∂

                (3.2c) 

( ) ( )( ) ( )
2 2

5 1 5 12, , , ,
2

k kk
j k j j k kj j

uu x t u x t t
t

τ ξ ξ− +
∂

= − ≤ ≤
∂

                  (3.2d) 

( )( ) ( )
2

2 2 2
6 1 6 12 , , ,k kk

t j j k kj j

uu x t t
t

τ δ τ ξ ξ− +
∂

= ≤ ≤
∂

                     (3.2e) 

其中 2 2 k
t juτ δ 为稳定项。记 ( )2

xs hετ= ，将(3.2a)~(3.2e)代入(3.1)中，得 

( ) ( ) ( )
22 2 2 2

ˆ 1 , 1 , 0 1,kk k k k k k
j x j x t j j j jt ju u s u u u u R j m k Nδ ε δ τ δ− + + + − = ≤ ≤ ≤ ≤ −         (3.3a) 

( )0
0 , 1 ,j ju u x j m= ≤ ≤                               (3.3b) 

0 0, 0 ,k k
mu u k N= = ≤ ≤                               (3.3c) 

其中 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

2 3 2 4 2 2

1 1 2 33 4 2 2

2 2 2 2 2
2

4 5 62 2 2

, , ,
6 12

, , , .
12 2

kk k k
j k jj j j j

k kk
j j jj j j

u h u uR x t x
t x h t

u u ux x x
t t t

τ τξ ξ ξ

τ τξ ξ τ ξ

∂ ∂ ∂
= + −

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

+ + +
∂ ∂ ∂

             (3.4) 

显然存在一个正常数 C，使得 

( ) ( )2 2 2 2
1

k
jR C h hτ τ= + + .                             (3.5) 

由于差分格式(3.3a)是三层格式，已知第 0 层的数值解，为了启动数值模拟，第 1 层的数值解采用以

下格式([10])计算： 

( ) ( )
1
2

3 02 2 1 0 0
1 ,t j x j j j jU U U U Rδ ε δ− − + =                          (3.6) 

其中 

( ) ( )0 2 2
1 .jR C hτ= +                                  (3.7) 

在 (3.3a)~(3.3c)和 (3.6)中，忽略 ( )1
k
jR 和 ( )0

1 jR ，用数值解 k
jU 代替精确解 k

ju ，得到差分格式

SP-DFFT-FDMS： 

( ) ( )22 2 2 2
ˆ 0, 1 , 1 1,k k k k k k

j x j x t j j j jtU U s U U U U j m k Nδ ε δ τ δ− + + + − = ≤ ≤ ≤ ≤ −          (3.8a) 

( )1
2

32 2 1 0 0 0, 1 ,t j x j j jU U U U j mδ ε δ− − + = ≤ ≤                       (3.8b) 

( )0
0 , 1 ,j jU u x j m= ≤ ≤                               (3.8c) 

0 1 0, 0 .k k
mU U k N+= = ≤ ≤                              (3.8d) 

稳定化差分格式 SP-DFFT-FDMS 具有 ( )( )22 2h hτ τΟ + + 形式的截断误差。 
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4. 数值分析 

本节，将给出差分格式 SP-DFFT-FDMS 的一些性质：离散最大化原则和离散能量稳定性。 

引理 4.1 ([16])对于任意的 0
hU T∈ ，都有 ( )

1

2 2 6 .r l HU X X U ≤ −   

引理 4.2 ([16])对于任意的 0ε > 和网格函数 0
hU T∈ ，有以下成立： 

1 1

2 22 4 , .
2

r l
H H

X X
h U U U U

∞

−
≤ ≤  

引理 4.3 对于任意的网格函数 0
hU T∈ ，有以下成立： 

1 1
2 2

1

2 2 2 2
1, .

2 2 2
k kk k x

x x t
H

s
U U U Uε εδ δ δ+ ++ ≥ −  

证 结合文献[16]中，
2 2

21

4U U
h

≤ ，以及
( ) ( )2 2

4
a b a b

ab
+ − −

= ，有 

( ) ( )

1 1
2 2

1 1

1 1
2 2

1

2 21 12 2 1
1

1

2 2 22 2

2 2 2

,
2 2 4 4

2 8

.
2 2

k k k km x x x xk k
x x

j

k k
x t

H H

k kx
t

H

U u U U
U U h

U U

s
U U

δ δ δ δε εδ δ

ε ε τ δ δ

ε δ

+ +
−

+

=

+ +

+ +

 + − = −
 
  

= −

≥ −

∑

 

4.1. 离散最大化原则 

定理 4.1 假设 ( )0max 1
x

u x
∈Ω

≤ ，当
1
2xr τ+ ≤ 时，有如下成立： 

0
max 1.k

k N
U

∞≤ ≤
≤                                    (4.1) 

证 应用数学归纳法证明，显然 0 1U
∞
≤ 。根据文献[10]，可得 1 1U

∞
≤ 。假设当 0 k N≤ ≤ 时，有

1kU
∞
≤ 成立，接下来，证明对于 1k N= + 结果依然成立。 

现假设当 k N= 时，记 2 2
xr hε τ= ，可将差分格式 SP-DFFT-FDMS 中的(3.8a)改写为 

( ) ( )
( )

( )
( )
( )

1 11 1
1 1 2

2

1
2 2

2
, , ,

1 2

1 24 ,
1 2 1 2

k k
x j jk k k k k

j j j j j
k

x j

k
x jk k

j j
k k

x j x j

r U U
f U U U U U

r U

r U
U U

r U r U

τ τ

τ ττ

τ τ τ τ

+ −− +
− +

−

+
= =

+ + +

− − −
+

+ + + + + +

                    (4.2) 

1k
jU + 是有关于 1 1, ,k k k

j j jU U U− + 和 1k
jU − 的函数，结合

1
2xr τ+ ≤ 和归纳假设

0
max 1k

k n
U

∞≤ ≤
≤ ，易得 

( )

1 1

2
1 1

2
0,

1 2

k k
j j x
k k k
j j x j

U U r
U U r Uτ τ

+ +

+ −

∂ ∂
= = ≥

∂ ∂ + + +
                         (4.3) 

( )
( ) ( )

2
1

1 2 2

1 2 1 2
0,

1 2 1 2

kk
x jj x

k k k
j x j x j

r UU r
U r U r U

τ τ τ τ

τ τ τ τ

+

−

− − −∂ − − −
= ≥ ≥

∂ + + + + + +
                   (4.4) 
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此外，通过简单的计算可知 

( )
( )

11
1 1

22

, , ,
,

1 2

k k k kk
j j j jj

k
kj

x j

g U U U UU
U r Uτ τ

−+
+ −∂

=
∂  + + +  

                            (4.5) 

其中 

( ) ( ) ( )( )21 2 2 1
1 1 1 1, , , 4 8 4 4 4 4 0.k k k k k k k k k k

j j j j x j x j j j j jg U U U U s U s U U U U Uτ τ τ τ− −
+ − + −= + + − − + − ≥     (4.6) 

由(4.3)~(4.5)可得，关于 1
1 1, , ,k k k k

j j j jU U U U−
+ − 的函数 1k

jU + 是单调递增的，注意到 

( )1 1 , 1, 1, , 1l
kU k j j j l N N− ≤ ≤ = − + = − 。有如下结果 

( ) ( )11 1, 1, 1, 1 1,1,1,1 1,k
jf U f+− ≤ − − − − ≤ ≤ ≤                        (4.7) 

结合 1 1,k
jU + ≤ ( )0,j m= ，可得 1 1kU +

∞
≤ 。证毕。 

4.2. 离散能量稳定性 

本节研究差分格式的稳定性，定义如下相应的离散能量 1kE + ： 

( ) ( )

1
2

22 2 21 1 1

2 21

1,
2 2 4

1 ,  0,1, , 1 .
4

kk k k k kx
x x t

k k

s
E U U U U U

U U C k N

τε δ δ δ ++ + +

+

+
= + +

− + + = −

                  (4.8) 

记 

( ) ( )
222 1 1

ˆ 2 ,  1, 2, , 1 .k k k k
tF U E E k Nδ τ+ −= + − = −                    (4.9) 

定理 4.2 假设{ }0 ,0k
jU j m k N≤ ≤ ≤ ≤ 是差分格式 SP-DFFT-FDMS 的数值解，则有如下成立： 

( ) ( )1 0,1, , 1 , 0 1,2, , 1 .k k kE E k N F k N+ ≤ = − = = −                    (4.10) 

证 将(3.8a)与 ˆ
k
jth Uδ 作内积，对 j 从 1 到 1m − 求和，可得 

{ }

1 1
2 2

22 2 22 1 1
ˆ

2 2 2 2 2 21 1 1 -1

, ,
2 2

1 1 0.
4 4

k kk k k k k x
x x x x x xt

k k k k k k k k

s
U U U U U U U

U U U U U U U U

τεδ δ δ δ δ δ δ
τ τ

τ τ

+ −+ −

+ − +

+   + − + −    

     + − − + − + =          

        (4.11) 

可将(4.11)改写为如下形式 
12

ˆ 0,
k k

k
t

E EUδ
τ

+ −
+ =                                (4.12) 

显然有 ( )1 0,1, , 1k kE E k N+ ≤ = − ， ( )0 1,2, , 1kF k N= = − 。证毕。 

4.3. 差分格式解的收敛性 

本节考虑差分格式数值解的收敛性。首先给出一个重要的引理，这将用于后续的收敛性分析。 
引理 3 假设有如下成立 

1
2

22 2
1 1, ,

2 2
kk k k x

x x t
s

H e e e
τε δ δ δ ++ + +

= +  
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则有 
2 21 1 1 1,  .k k k kC e H e CH+ + + +≤ ≤  

证 结合

1 1
1

2 2

k k k k
j j j jk

j

e e e e
e

+ +
+ + −
= + 与不等式 ( )2 2 22 2a b a b+ ≤ + ，易得 

( )2 2 21 1 11 .
2

k k k k ke e e e e+ + +≤ + + −  

应用引理 1，可得 

( )

( )

( )

1
2

1 1 1
2 2 2

1 1

22 2
1 1

22 22 2 2

2 2 21 1
2

2 21 12

2

2 21
2

21

,
2 2

2 4 2

3 1
22

3min ,1
2

3min ,1

.

kk k k x
x x t

k k kx
t t

H H

k k k k

r l

k k k k

r l

k

r l

k

s
H e e e

s
e e e

e e e e
X X

e e e e

X X

e
X X

C e

τε δ δ δ

τε τ δ δ

ε

ε

ε

++ +

+ + +

+ +

+ +

+

+

+
= +

  +
= − + 

 

≥ + + −
−

  + + − ≥  
−  

  ≥  
−  

=

 

易得，
21 1k ke CH+ +≤ 。证毕。 

假定 ( ) 4,3
,, x tu x t C∈ 为 IBVPs(1.1)的精确解，则存在正整数 C，使得 

( ) ( )
2 20 2 2

1 ,R C hτ≤ +                               (4.13) 

( ) ( )
2 22 2 2 2

11 1
max .k

k N
R C h hτ τ

≤ ≤ −
≤ + +                         (4.14) 

定理 4.3 假设 ( ) 4,3
,, x tU x t C∈ 。 kU 为 IBVP(1.1)的数值解， ku 为精确解，定义误差为 ,k k k

j j je u U= −

0 j m≤ ≤ ， 0 k N≤ ≤ 。有 

( )22 2 2 2 2 .ke C h hτ τ≤ + +                             (4.15) 

证 将(3.8a)~(3.8d)与(3.3a)、(3.6)相减，得到如下误差方程： 

( ) ( ) ( ) ( )
22 2 2 2

ˆ 1 , 1 , 1 1,kk k k k k k k k k k
j x j x t j j j j j j j jt je e s e u U u e U e e R j m k Nδ ε δ τ δ− + + + + + − = ≤ ≤ ≤ ≤ −   (4.16a) 

( ) ( ) ( )
1
2

3 3 02 1 0 0 0
1 , 1 ,t j x j j i i je e e u U R j mδ δ− − + − = ≤ ≤  

0 0,  1 ,je j m= ≤ ≤                                 (4.16b) 

0 0,  0 ,k k
me e k N= = ≤ ≤                              (4.16c) 

将(4.16b)与
1
2

ˆ jth eδ 作内积，对 j 从 1 到 1m − 进行求和，得 

( ) ( )
1 1 1
2 2 2

1

2 222 0 01
1 1

1 1 1, ,
2 2t t tH

e e R e R eδ δ δ
τ

+ = ≤ +                  (4.17) 
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结合(4.13)，有如下成立： 

( ) ( )1
2

2 2 20 2 2
12 ,t e R C hδ τ≤ ≤ +                          (4.18) 

( ) ( ) ( ) ( )
1

2 2
2 22 2 01 1 2 2

1 ,
6 12

r l r l

H

X X X X
e e R C h

τ
τ

− −
≤ ≤ ≤ +               (4.19) 

此外，由引理 3 可得 

( ) ( )1
2

2 20 2 2 2
1 .x tH s e c hτ δ τ= + ≤ +                         (4.20) 

将(4.16a)与 ˆ
k
jth eδ 作内积，对 j 从 1 到 1m − 进行求和，得 

( ) ( ) ( )
1 22

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1, , , , .
2

k k
kk k k k k k k k k k k k

t t t t t
H He e e u U u e e U e e R eδ δ δ δ δ

τ

+ −
+ = − + − +    (4.21) 

假设 1ku
∞
≤ ， 1kU

∞
≤ ，应用不等式 2 2 4ab a bε ε≤ + ，可得 

( )2 2 21 1
ˆ ˆ1

1

1, ,
8

k k k k k
t te e e e eδ ε δ

ε
+ −≤ + +                       (4.22) 

( ) 2 2
ˆ ˆ2

2

1, ,k k k k k k k
t tu U u e e e eδ ε δ

ε
− + ≤ +                      (4.23) 

( ) ( )2 2 2 21 1
ˆ ˆ3

3

1, ,
8

k k k k k k
t tU e e e e eδ ε δ

ε
+ −− ≤ + +                   (4.24) 

( ) ( )
22

ˆ ˆ1 4 1
4

1, ,
4

k kk k
t tR e e Rδ ε δ

ε
≤ +                        (4.25) 

取 ( )1 1,2,3,4
4j jε = = ，将(4.22)~(4.25)代入(4.21)整理得 

( )
1 22 2 21 1

14 ,
2

k k
kk k kH H e e e R

τ

+
+ −−

≤ + + +                     (4.26) 

在上式两边同乘 2 Cτ ，用 l 取代 k，对 l 从 0 到 k 进行求和，可得 

( )
1 22 21 0

1
1 1

2 ,
k k kk l

l l
e CH C e C Rτ

+
+

= =

≤ + +∑ ∑                       (4.27) 

当 0, 0hτ → → 时，应用引理 2.1，有如下成立： 

( )221 2 2 2 2 .ke C h hτ τ+ ≤ + +                             (4.28) 

证毕。 
在分析最大化原则时，本文所建立的格式满足最大化原则要求 ( )2hτ = Ο 的条件略强于文献[10] [13]，

但该格式为显式格式，计算效率高且能长时间稳定模拟，此外还有程序易实现的优点。 

5. 数值算例 

本节将给出数值算例来验证得到前几节所得的理论结果。 
定义 2L 范数为 ( ) { }, max n nLE h u Uτ = − ， 2L 范数下的收敛阶为 ( ) ( )2log 2 ,4 ,LR LE h LE hτ τ=   。 
算例 4.1 考虑如下一维非线性 Allen-Cahn 方程的初边值问题(IBVP(1.1))，取定初边值条件为 
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( ) ( ) [ ]33
0 1 ,  0,1 ,u x x x x= − ∈  

( ) ( ) [ ]0, 1, 0,  0, .u t u t t T= = ∈  

给定 0.1ε = ， 1T = 。 
在表 1 给出了取不同网格的步长的条件下，差分格式 SP-DFFT-FDMS 所得数值解 k

jU 在 2L 范数下的

误差和收敛阶，从表格中，可以观察到数值解具有二阶收敛精度。 
 

Table 1. The numerical result with different steps for Example 1 ( )( )2 22 1hτ ε= +  

表 1. 取不同步长时的数值结果 ( )( )2 22 1hτ ε= +  

h LE LR CPU 

1/10 1.6329e−04 * 0.0013s 

1/20 4.1072e−05 1.9912 0.0017s 

1/40 1.0275e−05 1.9990 0.0106s 

1/80 2.5693e−06 1.9997 0.0493s 

 

 
Figure 1. Time evolutions of Ek, Fk provided by SP-DFFT-FDMs with h = 0.1, C = 1 
图 1. 取 h = 0.1, C = 1 时，格式 SP-DFFT-FDMs 所得 Ek, Fk的时间演化图 
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Figure 2. Time of evolution of 

max
U  provided by SP-DFFT-FDMs with h = 0.1, C = 1 

图 2. 取 h = 0.1, C = 1 时，格式 SP-DFFT-FDMs 的最大值 

 
图 1 表示离散能量 kE 和 kF 当时间 100T = 和 1000T = 的演化过程，如图所见，离散能量 kE 随时间推

移而衰减，其中 kF 均趋于零，达到机器精度，说明离散能量方程对机器精度有效。图 2 刻画了本文格式

所得数值解的最大值，图 2 验证了差分格式满足离散的最大化原则。此外，由图 1 和图 2 可以看出，当

1000T = 时，离散能量依旧满足衰减性且 kF 趋于零，同时满足了最大化原则，这验证了差分格式长时间

计算的有效性。 

6. 结论 

本文对一维非线性 Allen-Cahn 方程建立了一种无条件稳定的显式保结构算法。离散格式满足离散最

大化原则且所得的数值解满足离散能量衰减性；通过离散最大化原则证明了该差分格式在 2L 范数下的收

敛阶达到二阶。第四节的数值算例验证了理论结果，此外，从数值结果来看，当 1000T = 时，该格式仍

保持离散最大化原则、能量稳定性以及二阶收敛，可见，本文所设计的保结构算法具有长时间模拟的优

势。然而该格式应用于求解二维非线性 Allen-Cahn 方程时，能否满足离散最大化原则和离散能量稳定性

有待进一步分析。 
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