
Pure Mathematics 理论数学, 2023, 13(10), 2900-2907 
Published Online October 2023 in Hans. https://www.hanspub.org/journal/pm 
https://doi.org/10.12677/pm.2023.1310296   

文章引用: 贾宝蕊. 双调和函数梯度范数的一个估计[J]. 理论数学, 2023, 13(10): 2900-2907.  
DOI: 10.12677/pm.2023.1310296 

 
 

双调和函数梯度范数的一个估计 

贾宝蕊 

天津职业技术师范大学理学院，天津 
 
收稿日期：2023年9月9日；录用日期：2023年10月10日；发布日期：2023年10月18日 

 
 

 
摘  要 

双调和函数在数学界具有重要地位，且在现实中有广泛的应用。本文主要探究的是双调和函数梯度范数

的一个估计，通过分析双调和函数与双解析函数的关系，计算出双调和函数的Poisson核，由此给出有
界双调和函数梯度范数的一个估计，得到的积分表达式为今后进一步探究双调和函数的Khavinson猜想

打下基础。 
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Abstract 
Biharmonic functions play an important role in the field of mathematics and have wide applica-
tions in reality. This article mainly explores an estimate of the gradient norm of biharmonic func-
tions. By analyzing the relationship between biharmonic functions and bianalytic functions, the 
Poisson kernel of biharmonic functions is calculated, and an estimate of the gradient norm of 
bounded biharmonic functions is given. The obtained integral expression lays the foundation for 
further exploration of the Khavinson conjecture of biharmonic functions in the future. 
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1. 基础知识 

设 D 为单位圆盘。下面双调和方程[1] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 4 4
2

4 2 2 4

, , ,
, , 2 0

r r r
r r

x x y y
θ θ θ

θ θ
∂ ∅ ∂ ∅ ∂ ∅

∆ ∅ = ∆∆∅ = + + =
∂ ∂ ∂ ∂

                (1) 

0 1,0 2r θ∀ ≤ ≤ ≤ < π  

0 在极坐标下，对于单位圆盘内的双调和函数： 

( ) ( ) ( ) ( )2
1 2, 1 , ,r r U r U rθ θ θ∅ = − +                             (2) 

这里的 ( )1 ,U r θ 和 ( )2 ,U r θ 分别都是调和函数。 
我们首先将 Dirichlet 边界条件 

( ) ( )
1

,
r

r θ µ θ
=

∅ =                                    (3) 

代入上式，得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 2 21 11

, 1 1 , ,
r rr

r U r U r Uθ θ θ θ µ θ
= ==

∅ = − + = =                   (4) 

上式表明关于调和函数 ( )2 ,U r θ 的 Dirichlet 边界值[2] [3]已求得，由调和函数的 Poisson 公式得到 

( ) ( ) ( )
( )

2
2

2 20

11, d
2 1 2 cos

r
U r

r r

µ ψ
θ ψ

θ ψ
π −

=
π − − +∫                         (5) 

另一方面，两边关于 r 分别求偏导，然后再将 Neumann 边界条件 

1

0
rr =

∂∅
=

∂
                                      (6) 

代入之，则有 

( ) ( ) ( )2
1

1 1

, ,
2 , 0

r r

r U r
U r

r r
θ θ

θ
= =

 ∂∅ ∂
= + = ∂ ∂ 

                        (7) 

又因为 ( )2 ,U r θ 对 r 求导得 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

22
20

1

2

0

2 2cos 2, 1 d
2 2cos 2

1 d
2 1 cos

r

rU r
r r

µ ψ θ ψθ
ψ

θ ψ

µ ψ
ψ

θ ψ

π

=

π

 − − − +∂  =
∂ π  − − + 

= −
π − −

∫

∫

 

将其代入，得到 

( ) ( )
( )

2π
1 01

1, d
4π 1 cosr

U r
µ ψ

θ ψ
θ ψ=

=
− −∫                             (8) 
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再次对调和函数 ( )1 ,U r θ 用 Poisson 公式，得到 

( )

( )
( )

( )

( )
( )( ) ( )

2 2π

02π
1 20

2 2π 2π

2 20 0

1 d
2π 1 cos1, d

4π 1 2 cos

1 1d d
8π 1 cos 1 2 cos

r

U r
r r

r
r r

µ ψ
ψ

ω ψ
θ ω

θ ψ

µ ψ ψ ω
ω ψ θ ω

−
− −

=
− − +

−
=

 − − − − + 

∫
∫

∫ ∫

 

于是我们代入得到双调和函数满足边界条件的解为 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

22
2π 2π

2 20 0

2 2π

20

1 1d d
8π 1 cos 1 2 cos

1           d ,  0 1,0 2π
2π 1 2 cos

r
U z

r r

r r
r r

µ ψ ψ ω
ω ψ θ ω

µ ψ
ψ θ

θ ψ

−
= −

  − − − − +   

−
+ ∀ ≤ ≤ ≤ <

− − +

∫ ∫

∫

           (9) 

这里 eiz r θ= ， eiψζ = 。 
定义 1 令 eiψζ = ， eiz r θ= ，双调和函数的 Poisson 核定义为 

( ) ( )
( ) ( )

22 22π

220

1 1 1, d ,0 1,0 2π
4π 1 cos 1 2 cos

r rP z r
r r z

ζ ω θ
ω ψ θ ω ζ

− −
= − + ≤ ≤ ≤ <

  − − − − + −   
∫    (10) 

其中 cos sinz x iy r irθ θ= + = + ， ( ),x y D∈ 。 
设 ( )U z 是单位圆盘 D 上的有界双调和函数，则对几乎所有的 Dζ ∈∂ ，都有径向边界值[4]： 

( ) ( )*
1

lim
r

U U rζ ζ−→
=                                 (11) 

且 ( )U z 可以用 ( )*U ζ 的 Poisson 积分表示 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )* * * * *, d
D

U z P U z P z U U U s Uζ ζ ζ
∂

 = =  ∫                   (12) 

其中 

( ) ( )
( ) ( )

22 22π

220

1 1 1, d
4π 1 cos 1 2 cos

r rP z
r r z

ζ ω
ω ψ θ ω ζ

− −
= − +

  − − − − + −   
∫            (13) 

对于 z D∈ ， l D∈∂ ，由(12)有 

( ) ( ) ( ) ( )*, , , d
D

U z l P z l U sζ ζ ζ
∂

∇ = ∇∫ .                         (14) 

设(14)左侧为 D∂ 上本性有界函数空间的有界线性泛函 Λ。由于 Poisson 算子是 D 上的本性有界双调

和函数空间到 D∂ 上本性有界函数[5]的空间的等距同构，我们也可以将 Λ看成 D 上的本性有界双调和函

数空间上的泛函，故成立 

( ),C z lΛ = ,                                    (15) 

其中 ( ),C z l 为满足 

( ) ( ), , supw Du l C z l u w∈∇ ≤  

的最佳系数[6]。因此，我们有 
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( ) ( ) ( ), , , d
D

C z l P z l sζ ζ
∂

= ∇∫                             (16) 

2. C(z, l)的积分表达式 

定理 2.1 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

20

2 2 2

22 2

1 d
1 cos 1 2 cos

2 cos 1 2 cos 4 sin

1 2 cos 1

r r

r r r r

r r r

ω
ω ψ θ ω

ψ θ ψ θ ψ θ

ψ θ

π

  − − − − +   
 π − − − + − π − =

 − − + − 

∫
                 (17) 

证明：根据文献[7]含参数奇异积分的导数性质[7]，我们有 

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 20 0

2

20

cotcot 22 d d
1 2 cos 1 2 cos

1 d
1 cos 1 2 cos

r r r r

r r

ω ψω ψ
ψω ω

ψ θ ω θ ω

ω
ω ψ θ ω

π π

π

∂ −−
∂ ∂=
∂ − − + − − +

=
  − − − − +   

∫ ∫

∫

        (18) 

令 cot
2

t ω ψ−
= − ，得 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2

cot d d2
1 2 cos 1 2 cos 4 sin 1 2 cos

t t
r r r r rt r r t

ω ψ ω

θ ω ψ θ ψ θ ψ θ

−

=
− − + − − + − − + − − +

 

代入，得到 

( )
( )

( )( )( )
2

2 2 20

cot 2 sin2 d
1 2 cos 1 2 cos 1

r
r r r r r

ω ψ
ψ θ

ω
θ ω ψ θ

π

−
π −

=
− − + − − + −∫                  (19) 

所以 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

20

2 2 2

22 2

cot
2 d

1 2 cos

2 cos 1 2 cos 4 sin

1 2 cos 1

r r

r r r r

r r r

ω ψ

ω
ψ θ ω

ψ θ ψ θ ψ θ

ψ θ

π

−
∂
∂ − − +

 π − − − + − π − =
 − − + − 

∫
 

那么 

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )

2 2 22

22

2

2

cos 1 2 cos 2 sin1,
2 1 2 cos

1
1 2 cos

r r r rrP r
r r

r
r r

ψ θ ψ θ ψ θ
θ

ψ θ

ψ θ

  − − − + − −−   = −  
 − − +   

−
+

− − +

            (20) 

定理 2.2 设 eiψζ = ， eix iy r θ+ = ，当 ( )1,0l = 时，有 
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( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

22 23 2 5 2

6

22 22 2

6 6

222
23 2

6

22
3

6

3 1 cos cos 1
, ,

4

4 cos 1 27 cos 1

4 4

1
17 cos 1 5 cos

4

1
40 cos 3 cos 4 cos

4

r r z r r z
P z l

z

r r z r r z

z z

r z
r r z

r

z

r z
r r

r

z

ζ θ θ ζ
ζ

ζ

θ ζ θ ζ

ζ ζ

ζ
θ ζ θ

ζ

ζ
θ θ θ

ζ

− + − − + + − −
∇ =

−

+ − − + − −
− +

− −

 + − − 
+ − − −  

 
 +

−

 + − −
 − + −
 
 +

−

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 22 22 2 2

6

2 22 22 2 2 2

6

2 222 2 4 2

6

1sin 4 1 5 1

4

1sin 4 1 1

4

1sin 4 1 10 3

4
0 1,0 2

r r r z r z
r

z

r r r z r r z
r

z

r r r z r r
r

z
r

θ ζ ζ

ζ

θ ζ ζ

ζ

θ ζ

ζ

θ

−  − + − − + − −  +
−

−  − + − − + − −  +
−

−
− + − − − −

+
−

≤ ≤ ≤ < π

           (21) 

证明：双调和函数的 Poisson 核(20)的表达式为： 

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )

2 2 22

22

2

2

cos 1 2 cos 2 sin1,
2 1 2 cos

1
1 2 cos

r r r rrP r
r r

r
r r

ψ θ ψ θ ψ θ
θ

ψ θ

ψ θ

  − − − + − −−   = −  
 − − +   

−
+

− − +

 

一、首先，分别对 x 和 y 对偏导数，表达式为 

P P r P
x r x x
P P r P
y r y y

θ
θ

θ
θ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = +
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

①

②

 

对
P
θ
∂
∂

和
P
r

∂
∂

求解： 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 3 4 2

32

1 sin 2 cos 10 cos 10 3

2 1 2 cos

r r r r r rP

r r

ψ θ ψ θ ψ θ

θ ψ θ

 − − − + + − − −∂  =
∂  − − + 

            (22) 
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和 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

2 3

32

4 2

32

5 2 6 3 2

32

27 cos 20 3cos 4

2 1 2 cos

17 cos 10 cos

2 1 2 cos

6 cos cos 8 cos

2 1 2 cos

r r rP
r r r

r r

r r

r r r

r r

ψ θ ψ θ

ψ θ

ψ θ ψ θ

ψ θ

ψ θ ψ θ ψ θ

ψ θ

− − + − −∂
=

∂  − − + 
− − −

+
 − − + 

− − + − − −
+

 − − + 

                  (23) 

由链式法则，我们有 

sin sincos cosP P P P P
x r r r r

θ θθ θ
θ θ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = + − = −   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
                    (24) 

cossinP P r P P P
y r y y r r

θ θθ
θ θ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
                        (25) 

二、将(22)和(23)代入(24)和(25)，得到 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )

2 3 4 2

32

5 2 6 3 2

32

4 2 2

32

1 sin 2 cos 10 cos 10 3

2 1 2 cos

6 cos cos cos cos 8 cos cos

2 1 2 cos

17 cos cos 10 cos cos 27 cos cos

2 1 2 cos 2 1 2

r r r r rP
x r r

r r r

r r

r r r

r r r

ψ θ ψ θ ψ θ

ψ θ

ψ θ θ θ ψ θ ψ θ θ

ψ θ

ψ θ θ ψ θ θ ψ θ θ

ψ θ

 − − − + + − − −∂  = −
∂  − − + 

− − + − − −
+

 − − + 
− − − + −

+
 − − + −  ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

32

2 3 4 2

32

3

32

cos

1 sin sin 2 cos 10 cos 10 3

2 1 2 cos

20 cos 3cos cos 4 cos

2 1 2 cos

r

r r r r r

r r

r r

r r

ψ θ

θ ψ θ ψ θ ψ θ

ψ θ

θ ψ θ θ θ

ψ θ

 − + 
 − − − + + − − − −
 − − + 

− + − −
+

 − − + 

         (26) 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

5 2 6 3 2

32

4 2 2

3 32 2

2 3 4

cossin

6 cos sin cos sin 8 cos sin

2 1 2 cos

17 cos sin 10 cos sin 27 cos sin

2 1 2 cos 2 1 2 cos

1 cos sin 2 cos 10

P P P
y r r

r r r

r r

r r r

r r r r

r r r

θθ
θ

ψ θ θ ψ θ θ ψ θ θ

ψ θ

ψ θ θ ψ θ θ ψ θ θ

ψ θ ψ θ

θ ψ θ ψ θ

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂

− − + − − −
=

 − − + 
− − − + −

+ +
   − − + − − +   

− − − + +
+

( )
( )

( )
( )

2

32

3

32

cos 10 3

2 1 2 cos

20 sin 3cos sin 4 sin

2 1 2 cos

r r

r r

r r

r r

ψ θ

ψ θ

θ ψ θ θ θ

ψ θ

 − − − 
 − − + 

− + − −
+

 − − + 

        (27) 
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其中[8] 

( )2 21 2 cosz r rζ θ ψ− = − − +                               (28) 

( )
221

cos
2

r z
r

ζ
θ ψ

+ − −
− =                                (29) 

( )
( )222

2
2

1
cos

4

r z

r

ζ
θ ψ

+ − −
− =                              (30) 

( ) ( )
( )22 2

2
2

1
sin 1 cos 1

4

z r

r

ζ
θ ψ θ ψ

− − +
− = − − = −                     (31) 

( ), ,P PP z
x y

ζ
 ∂ ∂

∇ =  ∂ ∂ 
                                 (32) 

我们设 ( )1,0l = ，则 

( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

22 23 2 5 2

6

22 22 2

6 6

222
23 2

6

22
3

6

3 1 cos cos 1
, ,

4

4 cos 1 27 cos 1

4 4

1
17 cos 1 5 cos

4

1
40 cos 3 cos 4 cos

4

r r z r r z
P z l

z

r r z r r z

z z

r z
r r z

r

z

r z
r r

r

z

ζ θ θ ζ
ζ

ζ

θ ζ θ ζ

ζ ζ

ζ
θ ζ θ

ζ

ζ
θ θ θ

ζ

− + − − + + − −
∇ =

−

+ − − + − −
− +

− −

 + − − + − − −  
  +

−

 + − −
 − + −
 
 +

−

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 22 22 2 2

6

2 22 22 2 2 2

6

2 222 2 4 2

6

1sin 4 1 5 1

4

1sin 4 1 1

4

1sin 4 1 10 3

4

r r r z r z
r

z

r r r z r r z
r

z

r r r z r r
r

z

θ ζ ζ

ζ

θ ζ ζ

ζ

θ ζ

ζ

−  − + − − + − −  +
−

−  − + − − + − −  +
−

− − + − − − −
+

−

           (33) 

由(33)，我们得到最后的定理 
定理 2.3 设 eiψζ = ， eiz r θ= ，当 ( )1,0l = 时，有 
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( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

222
23 2

6

22 23 2 5 2

6

22 22 2

6 6

22
3

6

1
17 cos 1 5 cos

,
4

3 1 cos cos 1

4

4 cos 1 27 cos 1

4 4

1
40 cos 3 cos 4 cos

4

D

r z
r r z

r
C z l

z

r r z r r z

z

r r z r r z

z z

r z
r r

r

z

ζ
θ ζ θ

ζ

ζ θ θ ζ

ζ

θ ζ θ ζ

ζ ζ

ζ
θ θ θ

ζ

∂

 + − − 
+ − − −  

 
 =

−

− + − − + + − −

−

+ − − + − −
− +

− −

 + − −
 − + −
 
 +

−

∫

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 22 22 2 2

6

2 22 22 2 2 2

6

2 222 2 4 2

6

1sin 4 1 5 1

4

1sin 4 1 1

4

1sin 4 1 10 3

4

r r r z r z
r

z

r r r z r r z
r

z

r r r z r r
r

z

θ ζ ζ

ζ

θ ζ ζ

ζ

θ ζ

ζ

−  − + − − + − −  +
−

−  − + − − + − −  +
−

−
− + − − − −

+
−

              (34) 

3. 结论 

本文通过分析双解析函数和双调和函数的关系，进一步计算其 Poisson 核得到了双调和函数梯度范数

的一个估计。由此，该估计丰富了双调和函数的应用范围，也为今后探究双调和函数的 Khavinson 猜想

提供了一个积分表达式，给验证双调和函数的 Khavinson 猜想打下基础。 

参考文献 
[1] 郑神州, 郑学良. 双解析函数、双调和函数和平面弹性问题[J]. 应用数学和力学, 2000, 21(8): 797-802. 

[2] 路见可. 一类双调和函数的边值问题[J]. 宁夏大学学报(自然科学版), 1998, 19(1): 43-44. 

[3] 赵桢, 陈方权. 双调和函数的 Dirichlet 问题[J]. 北京师范大学学报(自然科学版), 1998, 34(2): 174-176. 
[4] Kalaj, D. (2017) A Proof of Khavinson Conjecture in R4. Bulletin of the London Mathematical Society, 49, 561-570.  

https://doi.org/10.1112/blms.12052 
[5] Melentijević, P. (2019) A Proof of the Khavinson Conjecture in R3. Advances in Mathematics, 352, 1044-1065.  

https://doi.org/10.1016/j.aim.2019.06.025 
[6] Marković, M. (2017) Solution to the Khavinson Problem Near the Boundary of the Unit Ball. Constructive Approxima-

tion, 45, 243-271. https://doi.org/10.1007/s00365-016-9339-1  

[7] 路见可. 解析函数边值问题[M]. 武汉: 武汉大学出版社, 2004. 

[8] 史济怀, 刘华. 关于 Rn中实单位球上 M-调和 BMO 函数的 Carleson 测度特征[J]. 数学年刊 A 辑, 2003, 24(5): 
593-602. 

https://doi.org/10.12677/pm.2023.1310296
https://doi.org/10.1112/blms.12052
https://doi.org/10.1016/j.aim.2019.06.025
https://doi.org/10.1007/s00365-016-9339-1

	双调和函数梯度范数的一个估计
	摘  要
	关键词
	An Estimation of the Gradient Norm of Biharmonic Functions
	Abstract
	Keywords
	1. 基础知识
	2. C(z, l)的积分表达式
	3. 结论
	参考文献

