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摘  要 

Volterra积分方程作为一种重要的数学模型，被广泛应用于多个科学研究领域。针对第二类Volterra积
分方程的数值解，本文在经典多步配置法的基础上，结合边值方法的思想，研究出一种广义多步配置方

法。该方法利用Lagrange插值公式，以不同的节点作为插值节点，将原方程离散成为一个线性方程组。

通过实验，本文验证了该方法在求解第一类Volterra积分方程的有效性，并且可以达到较高的收敛阶。

Volterra积分方程在实际科学领域中有广泛的应用，因此对其数值求解方法的研究具有重要的理论意义

和应用价值。本文所提出的广义多步配置方法为求解第二类Volterra积分方程提供了一种高效且可靠的

数值逼近方案，为相关领域的研究和应用提供了新的思路和方法。 
 
关键词 

第二类Volterra积分方程，配置方法，收敛阶 

 
 

Generalized Multistep Collocation Methods 
for the Second-Kind Volterra Integral  
Equations 

Jingya Liu 
School of Mathematics and Statistics, Guizhou University, Guiyang Guizhou 
 
Received: Sep. 19th, 2023; accepted: Oct. 20th, 2023; published: Oct. 31st, 2023 

 
 

 
Abstract 
As an important mathematical model, Volterra integral equation is widely used in many scientific 
research fields. Aiming at the numerical solution of the second kind of Volterra integral equation, 
this paper studies a generalized multi-step collocation method based on the classical multi-step 
collocation method and the idea of boundary value method. This method uses the Lagrange inter-
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polation formula to discretize the original equation into a linear equation set with different nodes 
as interpolation nodes. Through experiments, this paper verifies the effectiveness of the method 
in solving the first kind of Volterra integral equation, and can achieve higher convergence order. 
The Volterra integral equation has a wide range of applications in the field of practical science, so 
the research on its numerical solution method has important theoretical significance and applica-
tion value. The generalized multi-step collocation method proposed in this paper provides an effi-
cient and reliable numerical approximation scheme for solving the second kind of Volterra 
integral equations, and provides new ideas and methods for research and application in related 
fields. 
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1. 引言 

在许多实际问题中，如物理学、生物学、化学、经济学等多个领域，Volterra积分方程都有着十分广

泛的应用。常见的热传导模型、流行病扩散、声学散射问题等都可以用Volterra积分方程来模拟[1] [2] [3] 
[4]。然而，对于一般的Volterra积分方程，其真实解往往难以通过解析方法得到，因此，如何通过数值方

法求解Volterra积分方程的近似解成为了一个重要的研究课题。近年来，许多学者对数值求解Volterra积分

方程进行了深入研究，提出了一系列有效的数值方法，例如线性多步法、Runge-Kutta方法、谱方法、配

置法等。这些方法的应用范围广泛，可以有效地逼近Volterra积分方程的解，为解决实际问题提供了有力

的工具。研究Volterra积分方程的数值求解方法具有重要的理论和应用价值。它可以为解决实际问题提供

有效的数学模型和算法，促进各领域的理论研究和实际应用的发展。 
配置法是一种有效的数值求解 Volterra 积分方程的方法，它通过选择一组适当的配置点，利用这些

配置点的特性来逼近 Volterra 积分方程的解。配置法不仅具有较好的数值精度，而且计算量相对较小，

因此在求解 Volterra 积分方程时具有很大的优势。多步配置法是将配置法与其他数值方法相结合的一种

高效数值求解方法。由于多步配置法具有收敛性好、易于构造等优点，因此广泛受到国内外学者的重视。

在多步配置法中，通常选择适当的配置点，并根据这些配置点的特性来构造一个多项式，从而得到 Volterra
积分方程的解的近似值。通过选择不同的配置点和多项式，可以获得不同的多步配置法。 

在求解 Volterra 积分方程时，多步配置法的计算精度和计算量都可以达到很高的水平。与其他数值

方法相比，多步配置法的收敛速度通常更快，因此在求解大型 Volterra 积分方程时具有很大的优势。此

外，多步配置法的适用范围也较为广泛，可以用于求解各种类型的 Volterra 积分方程，包括线性、非线

性、离散、连续等类型的 Volterra 积分方程。因此，多步配置法已成为求解 Volterra 积分方程的一种重要

数值方法。 
1983 年，Wolkenfelt 运用直接求积法求解第二类 Volterra 积分方程，并讨论其数值稳定性[5]。1984

年，Brunner 利用配置法和迭代配置法来离散并求解第二类 Volterra 积分方程，并给出了这两种方法的收

敛性分析[6]。1994 年，韩国强利用迭代配置法求解了第二类 Volterra 积分方程，通过在节点处利用配置

解的渐进展开进行 Rihcardson 外推，从而提高了配置解的精度[7]。2012 年，Liang 和 Brunner 研究了第
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一类 Volterra 积分方程的配置方法，并对其配置解的局部超收敛性进行了分析[8]。2013 年，Xiang 和

Brunner 提出了高效的 Filon 配置方法用于求解 Volterra 积分方程[9]。2016 年，Zhang，Liang 和 Brunner
提出了第二类自卷积 Volterra 积分方程的配置方法，证明了数值解的存在唯一性，并证明了该方法是收

敛的[10]。 
经典的配置方法在求解 Volterra 积分方程时具有较好的数值精度和计算效率。然而，当需要达到高

精度时，配置点的个数会相应增加，从而导致计算量的增大。为了克服这一困难，许多学者开始考虑在

不增加配置点的情况下提高算法收敛阶的数值方法。 
2009 年，Conte 和 Paternoster 利用单步方法得到的近似值构造了多步配置方法。该方法能够在不增

加配置点的情况下提高了多步配置法的收敛速度和精度，同时对该方法的收敛性及其线性稳定性进行了

分析[11]。2012 年，Fazeli 等讨论了多步配置方法求解第二类 Volterra 积分方程的稳定性，给出了方程的

超隐式配置解，且这类数值格式具有较广的稳定域[12]。2015 年，Fazeli 和 Hojjati 介绍了 Volterra 积分

微分方程的超隐式多步配置方法[13]。2017 年，Ma 和 Xiang 基于特殊的多步配置方法，利用未计算的近

似值，提出求解 Volterra 积分方程的配置边值方法，并分析了其线性稳定性[14]。2018 年，Zhang 和 Liang
将多步配置法应用于第一类 Volterra 积分方程，证明了多步配置解的存在唯一性，并分析了该方法的收

敛条件，给出了相应的收敛阶[15]。2019 年，Zhao 和 Long 等人利用光滑变换，将弱奇异 Volterra 积分方

程转化为具有更好正则性的弱奇异 Volterra 积分方程，变换后的积分方程的解充分光滑。然后利用已计

算的近似值和当前以及下一个子区间的配置点构造了超隐式多步配置法，有效地减少了计算量和内存需

求。此外，该方法还具有良好的数值稳定性和收敛性[16]。2020 年，Chen，Liu 和 Ma [17]给出了第二类

高振荡 Volterra 积分方程的一般多步方法，并分析了该方法的收敛性和稳定性。2022 年，Zhao 和 Fan 等

针对带有高振荡核的线性 Volterra 积分方程提出配置方法，采用了 Filon 型方法对配置方程中的振荡积分

进行离散，并研究了该方法的收敛性[18]。 
本文针对第二类 Volterra 积分方程，提出了一种广义多步配置方法，旨在解决大规模的复杂问题。

该方法结合了配置法和多步法的优点，通过选择适当的配置点构造广义多部配置法逼近第二类 Volterra
积分方程的解。 

2. 算法构造 

在这一节中，我们将构造第二类Volterra积分方程的广义多步配置法(
1 2- -k m kSGMC )。考虑如下第二类

Volterra积分方程 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
0

, d ,  0, .
t

u t f t K t s u s s t T= + ∈∫                            (1) 

其中， ( )u s 为未知函数， ( )f t 和 ( ),K t s 为已知函数，且 ( ) [ ]( )0,f t C T∈ ， 

( ) ( ) ( ){ }( ), : , : 0K t s C t s s t T∈ ∆ ∆ = ≤ ≤ ≤ ，并有 ( )0 0f = ， ( ), 0K t t > 。 
对方程(1)的区间 [ ]0,T 进行均匀网格划分，利用节点 , 0,1,nt nh n N= =  ，将区间 [ ]0,T 分割为N个子

区间。选择均匀网格中每个小区间 1,n nt t +  上的端点，并在区间 1,n nt t +  前取 1k 个节点，区间 1,n nt t +  内取m
个点，区间 1,n nt t +  后取 2k 个节点，利用这些节点作为插值节点构造Lagrange插值函数去近似未知函数。

具体操作步骤如下： 
首先对区间 [ ]0,T 进行均匀网格划分 

{ }: , 0, , , 0, .h n nI t t nh n N h Nh T= = = ≥ =  

这样就得到N个子区间，其中h为步长。定义每个子区间 1,n nt t +  内的配置点为 
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( ), 1, 1, , 0 1 .n j n j mt t c h j m c c= + = < < < <   

方程(1)可以改写为 

( ) ( ) ( ) [ ], 0, ,n nf t F t t t T= +Φ ∈                               (2) 

其中 

( ) ( ) ( )
0

, dnt
nF t K t s u s s= ∫  

被称为滞后函数。 

( ) ( ) ( ), d
n

t
n t

t K t s u s sΦ = ∫  

被称为增量函数。 
定义在节点{ }1 2, , 1, 1, ,k jt c k k k j m= − + =  处的Lagrange插值基函数分别为 ( )1 2,k k

k sφ 和 ( )j sψ  

( )
2

1 2

1

1
,

1 2
, 1

,  , , 1,
k m

k k i
k

i k i i
i k

s cs is k k k
k i k c

φ
+

=− =
≠

−−
= = − +

− −∏ ∏   

( )
2

1

1

1,
,  1, , .

k m
i

j
i k ij j i

i j

s cs is j m
c i c c

ψ
+

=− =
≠

−−
= =

− −∏ ∏   

接下来构造在区间 1,n nt t +  上的配置多项式，有如下形式： 
当 10 1n k≤ ≤ − 时，在区间 1,n nt t +  上的配置多项式为： 

( ) ( ) ( ) [ ]
2

1 2
1

1

1
,

,
1

,  0,1 .
k m

k k
h n k k k j n j

k k j
u t sh s y s U sφ ψ

+

+
=− =

+ = + ∈∑ ∑  

由于当 10 1n k≤ ≤ − 时向前取到的配置点个数不足，无法取到全部的配置点，为了确保能够取得所需

数量的配置点，我们向后借用后面区间端点为配置点。这样得到的配置点分别
1 20 1 1, , , k ky y y + + 和

,1 ,2 ,, , ,n n n mU U U 。 
当 1 2 1k n N k≤ ≤ − − 时，在区间 1,n nt t +  上的配置多项式上为： 

( ) ( ) ( ) [ ]
2

1 2

1

1
,

,
1

,  0,1 .
k m

k k
h n k n k j n j

k k j
u t sh s y s U sφ ψ

+

+
=− =

+ = + ∈∑ ∑  

此时所使用的配置点分别为
1 1 21 1, , ,n k n k n ky y y− − + + + 和 ,1 ,2 ,, , ,n n n mU U U 。 

当 2 1N k n N− ≤ ≤ − 时，在区间 1,n nt t +  上的配置多项式上为： 

( ) ( ) ( ) [ ]
2

1 2
2

1

1
,

1 ,
1

,  0,1 .
k m

k k
h n k N k k j n j

k k j
u t sh s y s U sφ ψ

+

− − +
=− =

+ = + ∈∑ ∑  

此时向后取到的配置点个数不足，为了保证取到相应个数的配置点，我们向前借用前面区间端点为

配置点。这样得到的配置点分别为
1 2 1 21, , ,N k k N k k Ny y y− − − − −  和 ,1 ,2 ,, , ,n n n mU U U 。这样可以满足在每个区间

1,n nt t +  的配置多项式都可以取到了 1 2 2k k m+ + + 个配置点。其中， ( ):n h ny u t= 表示 ( )nu t 的近似值，

( ), j ,:n h n jU u t= 表示 ( )n ju t ， 的近似值。令上述配置多项式在 ,n it 点精确满足方程(2)，且 ( )1 1n h ny u t+ += ，有 

( ) ( )
2

1 2

1

, , ,

1
,

1 ,
1

,

1 1 .

n i n i n i

k m
k k

n k n k j n j
k k j

U F

y y Uφ ψ
+

+ +
=− =

= +Φ

 = +


∑ ∑
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方程(1)的近似解 hu 满足下列配置方程 

( ) ( ) ( )
0

 , d .,nt
n h n hf t K t s u s s t I= ∈∫  

将配置多项式分别带入配置方程，可以将第二类 Volterra 积分方程转化为一个线性方程组，求解这

个线性方程组，就可以得到网格上的配置解。这个过程可以大大减少计算量和计算时间，提高数值求解

的效率和准确性。 

为了将上述线性系统表现为矩阵形式，定义符号 , , , , , , , ,, , ,c c
a b k a b k a b j a b jα β γ η ，分别有如下表达式： 

( ) ( )1 2
1 ,

, , ,0
, d ,k kc

a b k a c b kK t t sh s sα φ= +∫  

( ) ( )1 2,
, , ,0

, d ,bc k k
a b k a b a kK t t sh s sβ φ= +∫  

( ) ( )1
, , ,0

, d ,c
a b j a c b jK t t sh s sγ ψ= +∫  

( ) ( ), , ,0
, d .bc

a b j a b a jK t t sh s sη ψ= +∫  

我们有 

( ) ( ) ( )( )
1

2

1 ,

, , 1 1 2

, , 1 2 1 2

, , 2 1 2

1 , 1 1

, 1, , ; 0, , 1; 0, , ; 0, , 1,

, 1, , ; , , 1; 0, , ; 0, , 1,
, 1, , ; 1, , ; 0, , ; 0, , 1,

0, oth

i j

c
a d b k
c
a d b d
c
a d b N k

A a i a m c j b m

a k b k k c m d a

a k N k b d k d k c m d a
a N k N b N k k N c m d a

α

α
α

−

−

− +

= = + + = + +

= = + + = = −

= + − = − + + = = −
=

= − + = − − − = = −

   

   

   

ers.









 

( ) ( ) ( )( )
1

2

2 ,

, , 1 1 2

, , 1 2 1 2

, , 2 1 2

1 , 1 1

, 0, , 1; 0, , 1; 0, , ,

, , , 1; , , 1; 0, , ,
, , , 1; 1, , ; 0, , ,

0, others.

i j

a b b k

a b b a

a b b N k

A b i a m c j b m

a k b k k c m

a k N k b a k a k c m
a N k N b N k k N c m

β

β
β

−

−

− +

= = + + = + +

= − = + + =


= − − = − + + ==  = − − = − − − =



  

  

  

 

( ) ( ) ( )( )3 ,

, ,

1 , 1 1

, 1, , ; 0, , 1; 0, , ; 1, , ,
0, others.

i j

c
a b j

A c i a m c j b m d

a N b N c m d mγ

= = + + = + + +

 = = − = == 


   

 

( ) ( ) ( )( )4 ,

, ,

1 , 1 1

, 0,1, , 1; 1, , ; 1, , ,
0, others.

i j

a b c

A d i a m b j a m c

a N b m c mη

= = + + = + + +

= − = =
= 


  

 

其中 { } { } { }_ , , _ , , _ ,a i j b i j c i j 和 { }_ ,d i j 分别表示矩阵 1 2 3, ,A A A 和 4A 第 i 行第 j 列元素。且 

( )1 1i N m≤ ≤ + ， ( )1 1 1j N m≤ ≤ + + 。矩阵 1 2 3, ,A A A 和 4A 均为 ( )1N m + 行， ( )1 1N m + + 列的矩阵。配置

方程矩阵形式： 

( ) ( )( )( ) ( )( )01: 1 ,2 : 1 1 1: 1 ,1:1 ,h N m N m F hy N m− + + + = + +I A Y A  

这里， I 表示单位矩阵， 1 2 3 4A A A A= + + +A 。 
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( ) ( )TT
1 2 1,0 1,, , , , , , , , 1, ,N n n n m nY Y Y U U y n N− −= = =Y Y    

( ) ( ) ( ) ( )( )TT
1 2 1,1 1, ,0, , , , , , , , 1, ,N n n n m nF F F f t f t f t n N− −= = =  F F  

3. 数值实验 

在本节中，我们通过一个的数值实验来验证第二类 Volterra 积分方程广义多步配置法的有效性。本

文所有数值实验都是在 MATLAB 中实现的，在分析过程中，我们用绝对误差的无穷大范数作为衡量标

准，以此描述广义多步配置方法的收敛速度。观察在选取不同配置点 1 2,k k 和 m 时，随着 N 的增加，数值

方法绝对误差的变化情况以及其相应的收敛阶。在这里，误差 error 为配置解与精确解之间绝对误差的无

穷范数，收敛阶由 

1 1

22

2 2

error
log log .

error
p

p

N p

N p

N
N

 

来计算。 
例：考虑如下第二类 Volterra 积分方程 

( ) ( ) ( ) [ ]
2
2cos d ,  0,5

t
t s u s s u t t− = ∈∫  

该方程的准确解为 

( ) ( )21 e .tu t t= +  

我们采用了等距划分的方式对给定区间 [ ]0,5 进行了细致的划分，通过广义多步配置法求解该方程，

分别选取不同配置点 1 2,k k 和 m。为了直观地展现求解结果的精确性和收敛速度，我们将绝对误差和收敛

阶分别在表 1 和表 2 中列出。通过分析表格中的数据可以得到，广义多步配置法具有较快的收敛速度。 
 

Table 1. The absolute error and convergence order of ( )
1 2- - 1 2k m kSGMC k k<  solving the above equation when 1m =  

表 1. 当 1m = 时 ( )
1 2- - 1 2k m kSGMC k k< 求解上述方程产生的绝对误差和收敛阶 

N GMC1-1-1 收敛阶 GMC1-1-2 收敛阶 GMC1-1-3 收敛阶 

N = 12 5.0404e−06  5.0299e−07  7.3199e−08  

N = 16 1.2587e−06 4.8226 1.0191e−07 5.5494 8.7789e−09 7.3721 

N = 20 4.2027e−07 4.9159 2.9039e−08 5.6263 1.8352e−09 7.0142 

N = 24 1.7043e−07 4.9503 1.0219e−08 5.7281 5.1891e−10 6.9284 

N = 28 7.9266e−08 4.9662 4.1834e−09 5.7940 1.7856e−10 6.9206 

N = 32 4.0794e−08 4.9747 1.9202e−09 5.8318 7.0760e−11 6.9318 

N = 36 2.2691e−08 4.9798 9.6419e−10 5.8487 3.1224e−11 6.9458 

N = 40 1.3423e−08 4.9832 5.1912e−10 5.8765 1.5000e−11 6.9585 

收敛阶  5 阶  6 阶  7 阶 

 
在表 1 中，我们列出了几种 1m = ，即在区间 1,n nt t +  中间取 1 个点时的误差和收敛阶。可以看出，

当在区间 1,n nt t +  中间取 1 个配置点，观察误差的变化情况和收敛阶的观察，我们可以发现：当向后取的
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配置点个数 2k 大于向前取的配置点个数 1k 时，即向后取点个数大于向前取点个数 ( )1 2k k< 的情况下，收

敛阶会随着向后取点个数的增加而增大，分别可以达到 5、6、7 阶。这一现象表明，广义多步配置法在

解决此类问题时具有较高的精度和收敛效率，具有重要的应用价值。 
 

Table 2. The absolute error and convergence order of ( )
1 2- - 1 2k m kSGMC k k≥  solving the above equation when 1m =  

表 2. 当 1m = 时 ( )
1 2- - 1 2k m kSGMC k k≥ 求解上述方程产生的绝对误差和收敛阶 

N GMC2-1-1 收敛阶 GMC2-1-2 收敛阶 GMC3-1-1 收敛阶 

N = 12 8.8707e−07  1.0221e−07  1.6488e−07  

N = 16 1.7118e−07 5.7188 1.5952e−08 6.4565 2.5527e−08 6.4846 

N = 20 4.6965e−08 5.7959 3.5822e−09 6.6934 6.2075e−09 6.3365 

N = 24 1.6161e−08 5.8510 1.0355e−09 6.8071 1.8518e−09 6.6345 

N = 28 6.5386e−09 5.8702 3.5924e−10 6.8676 6.5236e−10 6.7681 

N = 32 2.9784e−09 5.8889 1.4291e−10 6.9032 2.6176e−10 6.8387 

N = 36 1.4855e−09 5.9061 6.3210e−11 6.9257 1.1640e−10 6.8801 

N = 40 7.9597e−10 5.9218 3.0423e−11 6.9407 5.6226e−11 6.9065 

收敛阶  6 阶  7 阶  7 阶 

 
在表 2 中，我们列出了 1m = 时，向前取点个数大于等于向后取点个数，即 1 2k k≥ 情况下收敛阶的变

化情况，观察其误差的变化情况以及其相应的收敛阶。发现随着 1k 的增大，即向前取点的个数增加时，

收敛阶呈现出明显的上升趋势，分别可以达到 6、7、8 阶。这些数据表明，随着向前取点个数的增加，

广义多步配置法的收敛速度越来越快。 
 

Table 3. The absolute error and convergence order of 
1 2- -k m kSGMC  solving the above equation when 2m =  

表 3. 当 2m = 时
1 2- -k m kSGMC 求解上述方程产生的绝对误差和收敛阶 

N GMC1-2-1 收敛阶 GMC1-2-2 收敛阶 GMC2-2-1 收敛阶 

N = 12 9.6455e−08  1.9179e−08  1.3236e−08  

N = 16 1.8868e−08 5.6716 2.6296e−09 6.9069 2.1726e−09 6.2813 

N = 20 5.2107e−09 5.7664 5.5819e−10 6.9456 4.9332e−10 6.6437 

N = 24 1.8041e−09 5.8173 1.5668e−10 6.9683 1.4320e−10 6.7844 

N = 28 7.3205e−10 5.8514 5.3413e−11 6.9813 4.9783e−11 6.8539 

N = 32 3.3482e−10 5.8583 2.1006e−11 6.9890 1.9834e−11 6.8918 

N = 36 1.6746e−10 5.8823 9.2168e−12 6.9941 8.7892e−12 6.9100 

N = 40 8.9928e−11 5.9011 4.4107e−12 6.9949 4.2348e−12 6.9305 

收敛阶  6 阶  7 阶  7 阶 
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在表 3 中，我们列出了 2m = 时的几种情况，即在小区间中取两个配置点，分别改变向前向后取点个

数，观察收敛阶变化，我们发现，取点个数越多，收敛阶越高。这些数据表明，随着取点个数的增加，

广义多步配置法的收敛速度加快。 
通过对表 1~3 中的数据进行分析可以得到：广义多步配置法随着 N 取值的增加，广义多步配置法的

误差表现呈现出逐渐减小的趋势，且随着配置点个数 1 2k k m+ + 的增加，该方法的收敛阶也在稳步上升，

且其收敛阶可以达到 1 2 2k k m+ + + 阶，说明用广义多步配置法求解第二类 Volterra 积分方程是有效的。 

4. 总结 

本文在经典多步配置法的基础上，引入了边值方法的思想，创新性地提出了针对第二类 Volterra 积

分方程的广义多步配置法。首先，我们构建了一种新的广义多步配置法，将原方程进行精细的离散化处

理，将其转化为一组线性方程组。通过求解该线性系统，我们可以得到配置解。接下来，为了验证此类

方法的可行性和有效性，我们进行了详细的数值实验。 
实验结果表明，广义多步配置法在求解第二类 Volterra 积分方程时具有显著的优势，相对于经典的

多步配置方法，可以达到更高的收敛阶，突显其在求解第二类 Volterra 积分方程中的重要性。 
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