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摘  要 

本文研究具有闭环(无记忆)信息的效用可转移动态古诺垄断博弈的γ-核心解。基于合作微分博弈框架，

运用Pontryagin极大值原理，获得了闭环信息的γ-特征函数，并进一步证明γ-核非空。数值例子表明，

与开环信息相比，闭环信息不能带来真子联盟γ-特征函数值的一致严格变大或变小；但闭环信息对γ-核
存在性的影响是鲁棒的。 
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Abstract 
This paper investigates the γ-core for the transferable-utility dynamic Cournot oligopoly game 
with closed-loop (memoryless) information. Based on the cooperative differential game and the 
Pontryagin maximum principle, we obtain the γ-characteristic function and further prove the 
non-emptiness of γ-core. Numerical example shows that compared to the open-loop information, 
the closed-loop information cannot bring the γ-characteristic function values of any proper coali-
tion uniformly increasing or decreasing. But the impact of closed-loop information is robust for 
the non-emptiness of γ-core. 
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1. 引言 

核心(Core)是联盟型(特征函数型)合作博弈的重要解概念。这一术语来自 Shapley [1]和 Gillies [2]的工

作。实际上，这一概念在 von Neumann，Morgenstern [3]对三人市场博弈的分析中已经显现。核心在经济

学中的根源可以追溯到 Edgeworth 在 1881 年的工作[4]。直观地讲，核心是博弈中没有联盟能够改进的结

果集。对于存在核心的博弈，往往表明竞争将如何展开。然而，并不是每个博弈都存在核心。 
作为研究效用不可转移(NTU)合作博弈的有效工具，Aumann [5]引入了 α-核，β-核和强纳什均衡的概

念，统称为联盟均衡。这些概念的不同之处在于联盟外局中人的组织方式以及对偏离联盟的反应方式。

如果与外部局中人联盟所采取的行动无关，没有联盟能够通过采取其他行动保证每个成员获得更高的收

益，则该策略组合属于 α-核；如果由于外部局中人联盟拥有的阻止策略，没有联盟能够通过采取其他行

动保证每个成员获得更高的收益，那么该策略组合属于 β-核。如果外部局中人个体坚持其均衡策略，没

有联盟能够通过采取其他行动保证每个成员获得更高的收益，那么该策略组合属于强纳什均衡。Aumann 
[5]在一类特殊构造的重复博弈(超博弈)中，证明了 β-核对应于超博弈的强纳什均衡。Scarf [6]在具有连续

拟凹支付函数的规范型博弈中证明了不可转移效用 α-核的非空性；Shapley [7]运用 KKMS 定理提供了该

定理的另一种证明。Hart，Kurz [8]为研究联盟结构的内生稳定性提出了 γ-核的概念。假设在博弈中当一

个新的联盟形成时，外部局中人基于个体理性做出最优反应；若没有联盟能够通过采取其他行动保证每

个成员获得更高的收益，那么该策略组合属于 γ-核。 
Shapley [9]考虑了效用可转移(TU)多人联盟博弈的平衡集与核心非空性之间的关系。平衡定理实际上

由一组线性不等式给出，刻画了多人联盟博弈非空核的存在性。当特征函数具有超加性时，最小平衡集

决定核心的非空性。基于平衡性方法，Zhao [10]通过弱可分性假设，将 Scarf [6]的效用不可转移 α-核的

非空性扩展到效用可转移 α-核的非空性；Zhao [11]通过强可分性假设，将效用不可转移 β-核的非空性扩

展到效用可转移 β-核的非空性。Chander，Tulkens [12]在一类具有环境外部性的污染控制博弈中证明了 γ-
核的存在性。Zhao [13]在 TU 博弈的框架下综述了各类核心的概念，其它如 δ-核(Hart，Kurz [8])，e-核(Yong 
[14])，j-核(Lekeas [15])，s-核(Currarini, Marini [16])。 

尽管在静态博弈理论中，核心的存在性问题已经得到充分的研究，但对于动态博弈核心的存在性问

题，始终没有得到解决。动态博弈是博弈理论中更为复杂但同时也是更具活力的研究领域，其中相互竞

争的各方在关于时间离散或连续的进程中采取决策，并附加信息结构，不确定性以及预先协商的可能性

等假设(Basar, Olsder [17], Dockner et al. [18]. Haurie et al. [19])。 
作为对动态博弈核心解存在性问题的探索，Wang，Zhao [20]针对一类具有开环信息的 TU 动态古诺

垄断博弈进行了研究，将其表述为具有线性需求和二次成本的多人微分博弈，其中所有企业具有共同的

生产约束。此类博弈的重要特征是价格粘性，这与许多现实的市场相关：企业可以控制其产出水平，但

市场价格需要时间调整到需求函数所指示的水平。产业组织中具有粘性价格的古诺垄断的经典文献，可

Open Access

https://doi.org/10.12677/pm.2023.1312350
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


刘佳伟 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2023.1312350 3373 理论数学 
 

以追溯到 Roos 在 1925 年的工作[21]。Fershtman，Kamien [22]分析了具有粘性价格的双寡头博弈。对非

合作的多寡头博弈，可参见 Dockner [23]，Cellini，Lambertini [24]，Hoof [25]。在合作微分博弈的框架下，

Wang，Zhao [20]分别获得多人动态古诺垄断的 α-，β-和 γ-特征函数，刻画了对应核心的非空性。通过对

各类特征函数值的比较研究发现，动态和静态情形特征函数值的大小关系是不同的，从而核心的包含关

系也就不同。 
然而，Wang，Zhao [20]的工作尚未涉及信息结构对核心解的影响。在微分博弈中，通常有三类策略

(信息)空间得到考察，即开环，闭环(无记忆)和反馈策略空间，参见 Reinganum，Stokey [26]，Mehlmann 
[27]。若局中人只能观察到博弈的初始状态，他们的行动只是时间的函数，此即开环策略；若局中人的行

动是博弈的初始和当前状态以及时间的函数，此即闭环(无记忆)策略；在反馈策略下，局中人的行动是时

间和当前状态的函数。与上述策略空间相对应的纳什均衡有着重要的差异。既然反馈策略与博弈的初始

状态无关，反馈纳什均衡是子博弈完美的(Selten [28])；开环和闭环纳什均衡通常不具备子博弈完美性。

Esfahani [29]在具有粘性价格的动态古诺垄断博弈中考察了不同信息结构对卡特尔盈利能力的影响，发现

闭环信息的均衡相对开环信息的均衡，使卡特尔盈利的内部企业的比例更低。 
信息结构对联盟型博弈特征函数的计算有着重要的影响。开环策略假设企业采取路径策略，不必对

当前状态和外部局中人的策略作出反应；与开环策略不同，对闭环策略特征函数的计算，在推导伴随方

程的过程中需要考虑联盟外部局中人的策略对当前状态的依赖性。尽管如此，按照 Wang，Zhao [20]的产

量约束假设，当计算 α-，β-特征函数时，外部局中人的策略固定在最大化产量上，因此闭环(无记忆)信息

的 α-，β-特征函数与开环情形没有差异，核心解的存在性结果是一致的。然而，γ-特征函数的计算是基于

部分协议均衡，预期闭环信息将带来非平凡的影响。 
基于上述考虑，本文研究具有闭环信息的 TU 动态古诺垄断博弈的 γ-核心解。在合作微分博弈的框

架下，运用 Pontryagin 极大值原理，我们获得了闭环信息的 γ-特征函数。数值例子显示，与开环信息相

比，闭环信息不能带来真子联盟 γ-特征函数值的一致严格变大或变小。在此基础上，运用 Moulin [30]的
结果，进一步证明 γ-核非空。表明闭环信息对 γ-核存在性的影响是鲁棒的，即与开环信息相比，并未导

致 γ-核的非空性结果改变。 
论文的结构为：第二节引入基本模型；第三节计算闭环信息的 γ-特征函数，并给出数值例子；第四

节证明闭环信息 γ-核的存在性；第五节小结。 

2. 模型 

考虑由生产同质产品的n家企业构成的古诺垄断市场，设企业 i的产量为 ( )iq t ， { }1,2,3, ,i N n∈ = � ，

[ )0,t∈ +∞ ，成本函数为： 

( )( ) ( ) ( )21 ,
2i i iC t c tq qq t= +                                (1) 

其中 0c > 表示企业的生产成本参数。 
假设产品的价格动态由下述微分方程描述： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
1

d
, 0 ,

d

n

i
i

p t
p t s a q t p t p p

t =

 = = − − =  
∑�                       (2) 

其中 a c> 表示市场规模， 0 s< < ∞表示价格调整的速度参数， 0p 为产品的初始市场价格。 
上述的价格动态意味着当前的市场价格 ( )p t 不会立即调整到由静态逆需求所指示的价格水平，即价

格具有“粘性”。 
假设企业 i 寻求最大化自己的目标函数： 
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( ) ( ) ( )( )
0

e d ,rt
i i iqp t q t C t t

∞ −  = − Π ∫                             (3) 

其中 0r > 表示贴现率。 
因此，(1)~(3)定义了一个具有线性二次结构的 n-人非零和微分博弈。在微分博弈的分析中，通常有

三类策略空间得到考察，即开环，闭环(无记忆)和反馈策略空间。 
定义 1. 1) 局中人 i N∈ 的开环策略空间为： 

( ) ( ){ 0 0, | ,ol
i i iq t p q tQ p= 为时间 t 的逐段连续函数， [ )}0, .t∈ +∞  

2) 局中人 i N∈ 的闭环(无记忆)策略空间为： 

( )( ) ( )( ){ 0 0, , | , ,cl
i i iq t p t p q t p tQ p= 为时间 t 的逐段连续函数且对可积的 ( ) 0m t ≥ 满足 

( ) ( ) ( ) }, , .i iq t p q t p m t p p′ ′− ≤ −  

3) 局中人 i N∈ 的反馈策略空间为： 

( )( ) ( )( ){ , | ,i
f

i iq t p t qQ t p t= 为时间 t 的逐段连续函数且对可积的 ( ) 0m t ≥ 满足 

( ) ( ) ( ) }, , .i iq t p q t p m t p p′ ′− ≤ −  

若企业坚持个体理性，采取使自身收益最大化的策略，垄断问题通过非合作博弈方法分析，纳什均

衡成为此类博弈的重要解概念。 
定义 2. 策略组合 ( )1 , , nq q∗ ∗� 构成由(1)~(3)定义微分博弈的纳什均衡当且仅当对相应策略空间上的所

有容许策略 iq 满足： 

( ) ( )1 1 1 1, , , , , , , , .i n i i i i nq q q q q q q i N∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
− +Π ≥ Π ∈� � �                      (4) 

若企业进行产业合作，通过取得帕累托有效的结果改进自身收益，卡特尔成员所面临的问题则是协

议的稳定性。因此，应用合作博弈方法分析古诺垄断问题就非常有必要。 
定义 3. 一个联盟型(特征函数型)TU 博弈 ( ){ },N V ⋅ 为集函数 ( ) : 2 ,nV K R K N→ ⊆ 为局中人的集合，

且 ( ) 0V ∅ = 。 
定义 4. 给定联盟型博弈 ( ){ },N V ⋅ ，支付向量 ( )1, , n

n Rθ θ θ += ∈� 称为有效的，若 ( )1
n

ii V Nθ
=

=∑ ， iθ

表示局中人 i 的支付， i N∈ ；支付向量θ 称为对联盟 K N⊆ 是理性的(或不被联盟 K 打破的)，若

( )ii K V Kθ
∈

≥∑ ；支付向量θ 称为核心向量(或在核心 ( ),C N V 里)，若它对所有 K N⊆ 是理性的，即 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1, , , , , .n i ii K i NC N V V K K N V Nθ θ θ θ θ
∈ ∈

= = ≥ ∀ ⊂ =∑ ∑�              (5) 

要得到合作博弈 ( ){ },N V ⋅ 的核心解，需要针对所有 K N⊆ 确定 ( )V K ，即计算 2 1n − 个值。同时，特

征函数的定义不是标准的，计算的复杂程度取决于所研究的问题。局中人的不同信念(外部性)导致特征函

数的不同定义和算法[13]。本文重点关注闭环信息的 γ-特征函数，记作 ( )clV Kγ ，通过求解联盟 K (不妨设

K k= )和其他局中人 1 2, , ,k k nj j j+ + � 之间的非合作博弈的纳什均衡得到。由 γ-特征函数 ( )clV γ ⋅ 决定的核心

称为 γ-核，记作 ( )( ), clC N V γ ⋅ 。 
为便于比较，我们列出 Wang，Zhao [20]在上述具有开环信息的动态古诺垄断博弈中关于 γ-特征函数

的下述引理。 
引理 1 对任意联盟 K N⊆ ， K k= ，由(1)~(3)所定义的具有开环信息的微分博弈的 γ-特征函数为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2

2 2
,

2op
k r s r s r s ks a c

V K
rh

γ + + + + −
=                        (6) 

且属于联盟 K 和联盟外局中人的平稳开环策略和对应的市场价格分别为 
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( ) ( ) ( ) ( )2
, ,i

r s r s a c
q K i K

h
γ + + −

= ∈                           (7) 

( ) ( ) ( ) ( ) , \ ,j
r s ks r s a c

q K j N K
h

γ + + + −
= ∈                        (8) 

( ) ( ) ( ) ( )2
,

r s r s ks a c
p K c

h
γ + + + −

= +                          (9) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2h r s kr ks r s n k r s ks r s= + + + + + − + + + 。 

3. γ-特征函数 

本节我们计算由(1)~(3)定义的微分博弈在闭环(无记忆)信息结构下的 γ-特征函数，并通过数值例子与

开环信息的情形进行比较。 
引理 3.1 对任意联盟 K N⊆ ， K k= ，由(1)~(3)所定义的具有闭环(无记忆)信息的微分博弈的 γ-特

征函数为 

( )
( ) ( ) ( )2

2

1 1
,

2cl

k r n k s r n k s a c
V K

rl
γ + − + + + + −      =                   (10) 

且属于联盟 K 和联盟外局中人的闭环平稳最优产出和市场价格分别为 

( )
( ) ( )1

, ,i

r n k s a c
q K i K

l
γ + − + −  = ∈                          (11) 

( ) ( ) ( ) , \ ,j
r ns a c

q K j N K
l

γ + −
= ∈                            (12) 

( )
( ) ( )2 21

,
r n s a nr n k k s c

p K
l

γ
 + + + + − +    =                      (13) 

其中 ( ) ( )2 21 1l n r n k n k s= + + − + + + 。 
证明 对于所有的 K N⊆ ， K k= ，要计算闭环信息的 γ-特征函数，需要求解以下问题的纳什均衡： 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

0, ,
max max e d ,
i i

rt
iq t i K q t i K i K

i i
i K

p t q t C q t t
+∞ −

∈∈ ∈ ∈

 Π = − ∑ ∑∫                  (14) 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )0, \ , \

max max e d ,
j j

rt
j j jq t j N K q t j N K

p t q t C q t t
+∞ −

∈ ∈
 Π = − ∫                  (15) 

s.t. 

( ) ( ) ( ) ( ) 0
1

,  0 .
n

i
i

p t s a q t p t p p
=

 = − − =  
∑�                         (16) 

省略时间参数并假设前 k 个局中人组成联盟 K，分别写出联盟 K 和其他局中人 \j N K∈ 的哈密顿函

数： 

( ) 2

1 1
1

1, , , , ,
2

k n

K n K i i i K i j
i K i j k

H q q p pq cq q s a q q pλ λ
∈ = = +

 = − 
  

 
− + − −


⋅


−∑ ∑ ∑�          (17) 

( ) 2

1 1
1

1, , , , , \ ,
2

k n

j n j j j j j i j
i j k

H q q p pq cq q s a q q p j N Kλ λ
= = +

 
= − − + ⋅ − − − ∈ 






 


 
∑ ∑�       (18) 

其中 Kλ 和 jλ 是伴随变量。 
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假设内点解存在，根据 Pontryagin 极大值原理，闭环平稳最优产出和对应的市场价格满足必要性条

件： 

( ) 0
1 1

, ,0
k n

i j
i j k

p s a q q p p p
= = +

 
 
 

= − − − =∑ ∑�                        (19) 

( )
1 1

1 ,
n k

jKK
K K K i

j k ij

qH Hr r n k s q
p q p

λ λ λ
= + =

∂∂ ∂
= − − ⋅ = + − + −  ∂ ∂ ∂∑ ∑�                (20) 

( )
1 1,

,
k n

i m
j

j j
j j j

i m k mi m

j

j

H H Hq qr r ns q
p q p q p

λ λ λ
= = + ≠

∂ ∂ ∂∂ ∂
= − − ⋅ − ⋅ = + −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂∑ ∑�              (21) 

0 , ,K
i K

i

H p c q s i K
q

λ∂
= ⇒ − − = ⋅ ∈

∂
                          (22) 

0 , \ ,j
j j

j

H
p c q s j N K

q
λ

∂
= ⇒ − − = ⋅ ∈

∂
                        (23) 

( ) ( )lime lime 0, \ .rt rt
K jt t

t t j N Kλ λ− −

→∞ →∞
= = ∈                        (24) 

对(22)式关于 t 求导并将(20)式中的 Kλ� 代入(22)得 

( )
1

1 , .
k

i K i
i

p q s r n k s q i Kλ
=

 − = + − + − ∈    
∑� �                       (25) 

对(23)式关于 t 求导并将(21)式中的 jλ� 代入(23)得 

( ) , \ .j j jp q s r ns q j N Kλ − = + − ∈ � �                          (26) 

分别根据联盟 K 内局中人的对称性和联盟外局中人的对称性，运用用平稳点条件

( ) ( ) ( ) 0i jp t q t q t= = =� � � ，i K∈ ， \j N K∈ ，联立(19)，(25)和(26)式得到平稳的最优产出和对应的市场价

格由(11)~(13)给出，闭环信息的 γ-特征函数由(10)给出。引理 3.1 的证明完成。 
下述的例 1 显示，相较开环信息，闭环信息对动态古诺垄断博弈 γ-特征函数值的影响是复杂的，既

不能带来真子联盟 γ-特征函数值的一致严格变大，也不能带来真子联盟 γ-特征函数值的一致严格变小。

信息结构与联盟的人数共同影响 γ-特征函数值。 
例 1. 由(1)~(3)定义的动态古诺垄断博弈中，给定参数 30, 11, 1, 1, 1n a c r s= = = = = ，分别基于(6)和(10)

计算开环和闭环信息的 γ-特征函数值，如表 1 所示。 
 
Table 1. γ-characteristic function values with open-loop and closed-loop information 
表 1. 开环和闭环信息的 γ-特征函数值 

k 1 2 3 4 5 6 7 8 

( )opV Kγ  0.1008 0.1756 0.2353 0.2873 0.3358 0.3835 0.4321 0.4830 

( )clV Kγ  0.0553 0.1107 0.1666 0.2234 0.2815 0.3412 0.4032 0.4678 

k 9 10 11 12 13 14 15 16 

( )opV Kγ  0.5375 0.5968 0.6622 0.7352 0.8176 0.9114 1.0193 1.1447 

( )clV Kγ  0.5357 0.6076 0.6842 0.7664 0.8555 0.9527 1.0597 1.1786 

k 17 18 19 20 21 22 23 24 
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Continued 

( )opV Kγ  1.2917 1.4660 1.6752 1.9292 2.2422 2.6343 3.1347 3.7874 

( )clV Kγ  1.3122 1.4640 1.6385 1.8422 2.0838 2.3760 2.7376 3.1981 

k 25 26 27 28 29 30   

( )opV Kγ  4.6613 5.8691 7.6053 10.2293 14.4677 21.9754   

( )clV Kγ  3.8060 4.6474 5.8913 7.9178 11.7933 21.9754   

 
由表1得到，当1 9k≤ ≤ 以及18 29k≤ ≤ 时，有 ( ) ( )op clV K V Kγ γ> ；当10 17k≤ ≤ 时，有 ( ) ( )op clV K V Kγ γ< ；

特别地，当 k n= 时，有 ( ) ( )op clV N V Nγ γ= 。 

4. γ-核的存在性 

本节我们在闭环信息 γ-特征函数的基础上，研究 γ-核的存在性(非空性)问题。按照 Moulin [30]，一

个对称合作博弈 ( ),N V 的核心非空当且仅当对 ,1k k n∀ ≤ ≤ ，有 ( ) ( )V K k V N n≤ 成立。 
定理 4.1 由(1)~(3)定义的具有闭环(无记忆)信息的动态古诺垄断博弈中，γ-核 ( )( ), clC N V γ ⋅ 非空。 
证明 为证明闭环信息的 γ-核非空，只需验证：对 ,1k k n∀ ≤ ≤ ，有 ( ) ( )k n

cl clV K k V N n≤ 成立。 
按照引理 3.1，写出： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

22 2

1 1
,

2 1 1
cl r n k s r n k s a cV K

k r n r n k n k s

γ + − + + + + −      =
 + + − + + + 

                   (27) 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2

2

2
.

2 2

n
clV N r s r s ns a c

n r r s nr ns
+ + + −

=
+ + +

                         (28) 

对 ,1k k n∀ ≤ ≤ ，记 

( )
( ) ( )

( ) ( ) 22 2

1 1
.

1 1

r n k s r n k s
f k

n r n k n k s

+ − + + + +      =
 + + − + + + 

                       (29) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2

32 2

2 2 1 3 2 1 1 1 1 1d
0,

d 1 1

s k r k n rs k n k n n k k n sf k
k n r n k n k s

 − + − + + − − + + + − + − = >
 + + − + + + 

  (30) 

故 ( )f k 关于 k 单调递增，从而 ( ) ( )k n
cl clV K k V N n≤ 成立。 

5. 结论 

本文研究了具有闭环(无记忆)信息的动态古诺垄断博弈的 γ-核。在具有线性需求和二次成本的多人微

分博弈中，运用 Pontryagin 极大值原理，计算得到闭环信息的 γ-特征函数，并进一步证明 γ-核心是非空

的。数值例子显示，相较开环信息，闭环信息对动态古诺垄断博弈 γ-特征函数的影响是复杂的，不能带

来真子联盟 γ-特征函数值的一致严格变大或变小；但闭环信息对 γ-核存在性的影响是鲁棒的，即与开环

信息相比，并未导致 γ-核的非空性结果改变。与模型相关，本文闭环(无记忆)信息对 α-，β-特征函数的影

响是平凡的。因此，值得进一步考察具有内部最大最小或最小最大解的微分博弈，研究不同信息结构 α-，
β-特征函数的计算和对应核心解的存在性问题。 
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