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摘  要 

带有最低保障条款的变额年金是目前存在的商业年金中对养老金系统的最好补充。本文通过对现有最低

保障类条款的结合，构造了在严重通货膨胀的当下更适合市场环境的组合型条款。本文在最低提款保障

上添加了最低到期保障以及可随时退保的选择权，在无套利假设的前提下使用现金流法通过研究保险公

司的可能性损失，在随机死亡率、随机利率、理性退保等假设下给出了公平费率的定价公式。运用蒙特

卡洛法对保险公司的潜在损失和公平费率进行了模拟计算和敏感性分析，同时讨论了添加可提前退保权

益对保险公司可能面对风险的影响。数值仿真结果说明了本文定价模型的稳定性和高效性。 
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Abstract 
Variable annuities with minimum guaranteed benefits are the best supplements to pension sys-
tem among the current commercial annuities. This study builds a new guaranteed rider to fit the 
severe inflation by integrating the previous guaranteed minimum benefits. This paper adds the 
surrender option and the guaranteed minimum maturity benefit to the guaranteed minimum 
withdrawal benefit, as well as using the numéraire approach to price the fair premium by studying 
the potential loss of insurance company under the no-arbitrage hypothesis, with stochastic mor-
tality and interest rate assumptions. Use Monte Carlo method to simulate and sensitivity analyze 
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the potential loss of insurance company and fair rate and discuss the risk that insurance company 
may face with surrender option. The numerical results are consistent and efficient. 
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1. 引言 

年金最初是作为员工鼓励计划诞生的，是企业雇主为雇员的退休生活提供的保障，后来发展衍变出

了和市场投资相关联的变额年金，作为国家养老金体系的补充而长期存在，以便更好的满足人们的保值、

增值需求。变额年金比普通年金更受欢迎的原因在于其给了投保人享有更高市场收益的可能，而高收益

则伴随着高风险，最低保障条款也就应运而生。现存的最低保障类条款主要包含最低到期保障(GMMB)、
最低提款保障(GMWB)、最低死亡保障(GMDB)和最低收入保障(GMIB)。针对各类条款的研究已有很多，

本文主要研究关于 GMWB 条款的定价。Huang 等[1]将 GMWB 看作随机控制问题进行了定价研究，并在

假设基础资产遵循跳扩散过程的条件下给出了快速收敛的迭代方案，其结果表明该方案较直接控制法有

一定的优越性。Gudkov 等[2]在随机利率、随机波动率、随机死亡率的前提下对 GMWB 进行定价，将估

值问题表示为 PDE 形式，采用算子分裂法进行了数值求解，并对公平保费进行了敏感性分析。Costabile
等[3]提出了一个带有 GMWB 的可变年金评估框架，在理性变额提款策略下从更现实的角度对可能导致

投保人最优及次优提款的情形进行了分析，使用基于格近似的评估模型计算了 GMWB 的公平费用价格，

在更现实背景下考虑投保人决策。 
近年各国的老龄化程度日益加剧，据我国国家统计局公布数据显示 2021 年 65 岁及以上人口已经占

全国人口总数的 14.2%，出生率降至 7.5%，老年抚养比高达 20.8%。逐年加速的老龄化和越来越低的出

生率导致我国养老保险体系急需商业年金的支撑，2022 年我国已经正式开启了个人养老金制度。随着通

货膨胀的加剧，单一的附加条款越来越无法满足人们的生活需求，在原有条款的基础上创新出更符合实

际市场情况的新型条款迫在眉睫，组合原有条款就是尝试的第一步。Luo 等[4]曾尝试结合 GMWB 和

GMDB 条款，并将投保人的最优提款行为作为最优随机控制问题来解决，其结论表明在同时考虑市场风

险、死亡率风险和投保人行为时，很难给出变额年金的合理价格，尤其当合约期限较长时，无法将公平

费率设定为其账户价值的任何比例，但这依然是对原有条款创新的初步尝试。随着保险市场的进一步发

展，在已有产品的基础上叠加不同的最低保障可以丰富保险市场并为年金产品增添吸引力，是未来的大

势所趋。 
本文运用现金流法对含随时退保权益、最低提款和到期保障条款(GMWB + GMMB)的变额年金进行

了定价研究，并给出了公平费率的解析表达式。并且本文采用 Lee-Carter 模型[5]、[6]模拟随机死亡率、

CIR 模型[7]描述随机利率、BS 模型[8]表示投资账户的市场表现，用蒙特卡洛法进行了模拟仿真和敏感

性分析。通过分析保险公司的预期潜在损失讨论了添加退保权益对其面临风险的影响，数值结果表明本

文的方法高效且稳定。本文的结构如下。第二部分介绍了我们将使用的模型和基本假设。第三部分给出

了组合条款在不可以提前退保和可以随时退保两种情形下的定价公式。第四部分用蒙特卡洛法进行了模
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拟仿真和敏感性分析。最后是结论部分。 

2. 模型假设及理论基础 

最低提款保障(GMWB)通常附加在年金的提款期内，是保障投保人在整个提款期内的累计提款额至

少为其初始投资金额，单次提款额通常为其初始投入的固定比率，并在合约到期日可一次性取出其年金

账户中的全部剩余金额。最低到期保障(GMMB)通常设置在积累期内，保障投保人在积累期结束时年金

账户中的金额至少为其初始投入的最低增长。含有最低保障条款的变额年金通常包含三个账户：呈现给

投保人的年金账户 tA ，记录投保人所持年金资产在 t 时刻的实际价值；与市场挂钩的投资账户 tI ，可视

为由金融衍生品构成的基金账户在 t 时刻的价值，服从随机利率下的 BS 模型；以及体现 t 时刻最低保障

剩余价值的保障账户 tG 。本文主要考虑即时型年金，延期年金也易推广，增加积累期即可。合约总时长

为T年，每年m个提款日，共有N次提款日{ }, 1, 2, ,nt n N= � 和N个缴费日{ }, 0,1, , 1nt n N= −� ，即 N mT= ，

0 10 Nt t t T= < < < =� 。为简化表达，后文中均用 n 代表 nt ，即
nn tI I≡ 。在每个提款日三个账户的金额

都会发生变化，分别用()−和()+表示提款时刻之前与之后的对应变量值。 
假设投保人 x 岁时购买附加组合 GMWB 条款的年金产品，公平保费 c 为年金账户的固定比率，每期

初单独缴纳或从其提取金额中扣除。买入时刻为 0 时刻，初始投入金额为 0A ，则 0 0 0G I A= = 。由于考虑

即时年金，本文将每两个提款日之间的小区间看作一个短期积累期，添加的 GMMB 条款则保障 n 时刻投

保人年金账户中的金额至少是 1n − 时刻其保障账户中的金额，即 { }max ,n n nA G I− − −= 。确保了在保障账户

被完全提取之前，投保人年金账户中的金额不会低于其初始投入的未提取部分，可以更好的满足投保人

的保值增值需求。同时将每期提款额设定为其年金账户的一定比率 w，本文将 w 设定为合约到期之前剩

余提款次数的倒数，即 ( )1 1w N n= − + 。每期可提取金额都会随市场波动，当其保障账户中的金额清零

后仍可继续提取其投资账户中的金额，给投保人提供更多享受市场上行红利的机会，n 时刻的提款金额

为 n nw w A−= ⋅ ，累计提款额为 n nW w= ∑ 。其提款前后其保障账户的金额变化可表述为 1n nG G− +
−= ，

n n nG G w+ −= − ，投资账户中的金额变化则可表述为 n n nA A w+ −= − ， n nI A+ += 。 
关于随时退保权益，首先本文假设投保人为理性投保人，退保时刻 sτ 均发生在提款日，且退保需缴

纳违约提取金额的一定比率，即违约罚率κ 。本文将提前退保发生原因统归为两类，第一类为个人突发

意外情况，情况发生时投保人退保；第二类为其累计提款额达到预设的退保上限，类似于向上看涨障碍

期权，当累计提款额达到退保上线时投保人退保。同时假设两类退保情况相对独立，退保发生则保单终

止，投保人既可节省时间成本、未来保费还可规避之后市场下行的潜在性损失。并且假设死亡和退保不

会同时发生，若投保人在合约期内身故，则投保人并未提前退保，若投保人主动要求退保，则投保人退

保前保持存活状态。图 1 描述了含组合型 GMWB 条款年金账户的现金流。 
 

 
Figure 1. Cash flow of annuity account with combined GMWB 
图 1. 含组合型 GMWB 条款年金账户的现金流 
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3. 组合型 GMWB 条款的定价 

年金类保险产品正常不允许提前退保，因为这会对保险公司的流动性现金流造成压力，为方便记述，

本文将不可退保和含提前退保权益的年金合约分别记为合约 A、B。先给出合约 A 的定价公式。 
定理 1 不可提前退保的含 GMWB + GMMB 条款变额年金的公平费率 Ac 为 

( ) ( )

{ }
1

0
1

1

1e
,

max , e

ir m
i i xi

A i

N
i m

N r m
i i xi mi
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其中 i xp 为年龄为 x 岁的投保人在未来 i 年内的生存概率，r 为年化利率。 
证明 分析保险公司的现金流，其收入为每期收缴的保费，支出为每期市场可能性下滑导致的投资账

户低于保障账户的部分，记保险公司预期损失在 0 时刻的贴现值为 L0，假设投保人的死亡时刻为 t，可得 
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由数学归纳法可得： 

( ) { } ( ) ( )1
1 /
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再由无套利原则，即 ( )0 0E L = 可得 Ac 。□ 
添加提前退保权益时，由于退保行为只能发生一次，可将其看作停时 sτ ，则在第 t 个提款日发生退

保的概率满足 ( ) ( ), 1, 2, , 1s s s s st t t tP Pτ τ τ τ τ= = ≠ − ≠ − ≠= � ，由停时的特性可知 
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定理 2 含提前退保权益的 GMWB + GMMB 条款变额年金的公平费率 Bc 为 
1 2 3 4
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式中 1 m xq 为年龄为 x 岁的投保人在 ( ]1,x x m+ 时间内死亡的概率。 
证明 仍从保险公司的角度在增加可提前退保权益后分析其现金流流入流出情况，可得在 0 时刻的预

期损失贴现值为 
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通过添加死亡率和退保概率，用数学归纳法整合可得 ( )0
BE L ，由无套利原则可解 Bc 。□ 

4. 数值模拟 

由于含有最低保障类条款，合约中涉及到的相关变量都有很强的路径依赖性，本文采用蒙特卡洛法

在利率、死亡率均为随机模型的条件下对变额年金进行定价，利率模型参数采用美联储过去 20 年的历史

数据生成，死亡率模型参数使用 1950~2016 年男性历史生存率数据生成。假定的两类退保情形中，第一

类突发事件假设为癌症类重大疾病，使用 WHO 公布的每年新增癌症癌患病率数据进行模拟，第二类退

保上线设定为预期最终收益的 2 倍，违约罚率κ 保险公司一般设定在 5%~10%之间。本文模拟比较了不

同投保年龄层、不同风险波动率、可否退保以及不同违约罚率对公平费率及保险公司可能性损失的影响。

参数设定为
4

0 10I = ， 10T = ， 120N = ，投资账户买入的风险资产初始价值 0 100S = ， 

( ) ( ) ( ) ( ){ }5%,25% , 7%,30% , 9, %,35%s sµ σ = ，模拟仿真过程均在风险中性测度下进行，对 sµ 进行设定

是由于退保上线与预期收益相关， 45x = 和 55， 5%κ = 和 10%，蒙特卡洛模拟 104 次。 
由表 1 可以看出 c 和 ( )0E L 、98%VaR、98%CTE 等均与 sσ 有较强正相关性，而与 x 只存在微弱正

相关趋势。由于在无套利原则下进行的定价，两类合约得到的预期损失期望都趋于 0，但波动率的增大

仍然加大了损失期望波动的幅度。且增加提前退保权益致使保险公司收取的违约金直接增加了其流动资

金，反而补偿了部分流动性风险。数值模拟时间均在 70 s 左右，多次模拟得到的数据结果均在可信区间

内波动，具有较好的稳定性。 
表 2 展示了含退保权益单违约罚率不同的情形下价格的变动趋势。由仿真结果可知，仍是 sσ 与 c 和

( )0E L 呈显著正相关，κ 的变动对 c 仅有轻微影响， 55x = 的数据结果也具有相同变化趋势，在此不单

独列表。由 98%VaR 和 98%CTE 数据可以看出，在本文包含的两类理性退保情况下发生的退保行为并不

会给保险公司造成负担，甚至可以轻微降低保险公司为防范最低保障类条款带来的风险而预留的储备金。

并不排除现实生活中会有其他种类的突发情况或仅是投保人因为信息不对等而不够理性，但由本文结果

可知增加确定情形的随机退保选择权对保险公司和投保人均益大于弊。 
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Table 1. Simulation results when x = 45, 55 of contract A and contract B containing surrender right with κ = 5% 
表 1. 合约 A 和含退保权益且 κ = 5%的合约 B 在 x = 45 和 55 时的模拟结果 

x Iµ  Iσ  Ac  ( )0
AE L  ( )0

Amax L  ( )0
Amed L  ( )98% 0

ACTE L  ( )98% 0
AVaR L  

45 

5% 25% 0.5331% −272.177 15452.07 −604.126 8679.902 7153.38 

7% 30% 0.6299% −420.824 17481.31 −722.576 10546.53 8757.909 

9% 35% 0.7422% −727.158 19587.45 −909.539 12260.3 10210.61 

55 

5% 25% 0.5398% −276.438 15283.58 −613.197 8625.103 7196.884 

7% 30% 0.6439% −536.802 18402.59 −820.014 10334.17 8766.997 

9% 35% 0.7602% −847.138 22884.55 −1169.93 12421.43 10304.73 

x Iµ  Iσ  Bc  ( )0
BE L  ( )0

Bmax L  ( )0
Bmed L  ( )98% 0

BCTE L  ( )98% 0
BVaR L  

45 

5% 25% 0.5319% −365.828 12577.96 −693.186 8074.792 6735.768 

7% 30% 0.6350% −477.545 16536.26 −821.632 10150.45 8399.812 

9% 35% 0.7426% −737.603 18057.38 −905.1 11239.53 9343.967 

55 

5% 25% 0.5408% −292.835 13631.87 −596.578 7658.056 6380.13 

7% 30% 0.6381% −555.973 15761.58 −879.907 9432.964 7972.609 

9% 35% 0.7436% −701.515 18108.42 −941.877 11259.3 9480.515 

 
Table 2. Simulation results when x = 45 of contract B containing surrender right with κ = 5%, 10% 
表 2. 含退保权益的合约 B 在 x = 45，κ = 5%和 10%时的模拟结果 

κ  Iµ  Iσ  Bc  ( )0
BE L  ( )0

Bmax L  ( )0
Bmed L  ( )98% 0

BCTE L  ( )98% 0
BVaR L  

5% 

5% 25% 0.5319% −365.828 12577.96 −693.186 8074.792 6735.768 

7% 30% 0.6350% −477.545 16536.26 −821.632 10150.45 8399.812 

9% 35% 0.7426% −737.603 18057.38 −905.1 11239.53 9343.967 

10% 

5% 25% 0.5286% −270.103 13273.14 −586.444 8399.608 6890.684 

7% 30% 0.6363% −498.044 16188.01 −802.775 9829.089 8074.441 

9% 35% 0.7383% −783.055 18843.28 −1035.56 11778.09 9747.481 

5. 结语 

本文是对传统最低保障条款的初步延展，在最低提款保障上添加了最低增长保障，并对可提前退保

的情况进行了定性研究和数值模拟。在无套利假设的基础上，采用随机死亡率和随机利率，通过研究保

险公司的可能损失给出了公平费率的定价公式，并用蒙特卡洛法进行了仿真模拟和敏感性分析，数值结

果表明本文的定价模型高效、稳定。从数据结果可知公平保费、保险公司面临风险与投保年龄、投资组

合的预期波动率之间呈正相关。通过对预期损失的 98%CTE 和 98%VaR 的分析表明增加退保权益对保险

公司将面临的风险并没有太大影响，甚至可以轻微降低保险公司需为这类条款预留的储备金。 
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本文重点研究组合型条款公平费率的定价问题，因此在定价过程中不考虑手续费、管理费和其他费

用以及通胀的影响，也不详细讨论风险资产的具体选择，直接将其投资账户看作是由金融衍生品构成的

投资组合。本文中涉及的相关模型均可推广到其他的随机过程。本文研究了在即时型年金上组合附加了

GMWB 和 GMMB 条款的情形，也可以很容易的推广到延期型年金和其他的组合型条款上，之后也会进

一步考虑风险对冲等问题。 
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