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摘  要 

通过构造以多重色集合和空集为元素的矩阵，应用组合分析法及构造具体染色的方法，得到了mC7的点

被多重色集合可区别的I-全染色和VI-全染色的全色数及最优染色方案。 
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Abstract 
By use of the method of constructing a matrix whose entries are the suitable multiple sets or empty 
sets and the method of distributing color set in advance, we will give the optimal I-(VI-) total co-
lorings of mC7 which are vertex-distinguished by multiple sets in this paper. Thereby, we obtain 
I-(VI-) total chromatic numbers of mC7 which are vertex-distinguished by multiple sets. 
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1. 引言及准备工作 

本文所探讨的图均为有限简单无向图。关于图的点可区别正常边染色与图的点可区别一般边染色目

前已有较多结论[1]-[7]。2008 年，Zhang 等[8]提出了点可区别的全染色及相关猜想，图的点可区别 I-全
染色及相关猜想由 Chen 等[9]在 2014 年给出。对于图在非多重集上的点可区别的未必正常的全染色已有

许多研究成果[10] [11] [12]。本文考虑图在多重集上的点可区别的一类未必正常全染色。 
设 { }: 1,2, ,f V E l→  为图 G 的一个一般全染色(未必正常)。若对 ,u v V∀ ∈ ， ,u v 相邻，有

( ) ( )f u f v≠ ，且对 ,uv vw E∈ ， uv vw≠ ，有 ( ) ( )f uv f vw≠ ，则称该染色 f 为图 G 的 I-全染色。若在 f
下图 G 的任意两条相邻边染以不同颜色，则称 f 为 VI-全染色。显然 I-全染色是 VI-全染色。图 G 使用了

l 种颜色的 I-全染色(VI-全染色)，称为图 G 的 l-I-全染色(l-VI-全染色)。这里需要注意是，在本文中这样

表述时总认为所使用的颜色是{ }1,2, ,l 。 
设 f 为图 G 的一般全染色。对 ( )Vx G∀ ∈ ，将 ( )fC x 或 ( )C x  (不引起混淆时)称为点 x 的多重色集合，

是由点 x 的颜色和点 x 关联的边的颜色构成。显然有 ( ) ( ) 1f GC x d x= + ，若称 f 是点被多重色集合可区别

的，则是指 ,u v G∀ ∈ ，总有 ( ) ( )C u C v≠  。令 

( ) { }i
vt min | -I-G l G lχ = 存在点被多重色集合可区别的 全染色 ， 

( ) { }vi
vt -VI-min |G l lGχ = 存在点被多重色集合可区别的 全染色 。 

将 ( )i
vt Gχ 称为点被多重色集合可区别的 l-I-全色数，将 ( )vi

vt Gχ 称为点被多重色集合可区别的 l-VI-全
色数。用 ( )in G 表示图 G 的度为 i 的顶点的个数， iδ ≤ ≤ ∆，这里δ 和 ∆分别表示图 G 的最小度和最大

度。规定 

( ) min | ,
1 i

l l
G l i n i

i i
ζ δ

     = + ≥ ≤ ≤ ∆    +     
 。 

上式中加号前面的项表示点的色是其关联边的颜色之一，
l
i
 
 
 

表示从 l 种互异的颜色中取出 i 种互不

相同的颜色的取法数，对每种这样的取法，点的色的取法共有 i 种，因此共有
l

i
i
 
 
 

种；加号后面的项表

示点的色不是其关联边的颜色，此时点的多重色集合里的 1i + 种颜色互不相同，具有这种特点的 1i + -子

集，共有
1

l
i
 
 + 

个。 

引理 1 ( ) ( ) ( )i vi
vt vtG G Gχ χ ζ≥ ≥    

证明令 ( )i
vts Gχ=  。图 G 中存在使用了 s 种色的点被多重色集合可区别的 I-全染色，而它也是图 G

的使用了 s 种色的点被多重色集合可区别的 VI-全染色。故 { |s k G∈ 存在点被多重色集合可区别的 k-VI-
全染色}。而 

( ) { }vi
vt -VI-min |G k kGχ = 存在点被多重色集合可区别的 全染色 ， 

因此 ( )vi
vt G sχ ≤ 。即 ( ) ( )vi i

vt vtG Gχ χ≤  。 
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再令 ( )vi
vtt Gχ=  。则图 G 存在使用了 t 种色的点被多重色集合可区别的 VI-全染色。从而对 iδ ≤ ≤ ∆，

考虑度为 i 的顶点，我们有 

1 i

t t
i n

i i
   

+ ≥   +   
. 

所以 | ,
1 i

l l
t l i n i

i i
δ

     ∈ + ≥ ≤ ≤ ∆    +     
。故 ( )t Gζ≥  ，即 ( ) ( )vi

vt G Gχ ζ≥  ，得证。 

为了在定理证明过程中构造最优的点被多重色集合可区别的 I-全染色和 VI-全染色的方便，我们先定

义一类矩阵。对任意的 4l ≥ ，构造 ( )1l l× − 矩阵 ( )1l lA× − ，使矩阵 ( )1l lA× − 的元素是集合{ }1,2, ,l 的含 l 的

多重 3-子集或空集，其中第 i 列含有 1i − 个∅： 

( )

{ } { } { } { } { }
{ } { } { } { } { }

{ } { }
{ }

1

1,1, 2,2, 3,3, 2, 2, 1, 1,
1,2, 2,3, 3,4, 2, 1, 1, ,

1, 1, 2, ,
1, ,

l l

l l l l l l l l l
l l l l l l l l l

A
l l l l

l l

× −

 − − − −
 − − − 
 =
 

− ∅ ∅ ∅ 
 ∅ ∅ ∅ ∅ 





    





 

 

 
Figure 1. Total coloring of C7 
图 1. 一个 C7的全染色 

 
将如图 1 所示的 C7的全染色记为： , , , , , , , , , , , , ,a b c d e f g h i j k l m n。 
对于 C7的点被多重色集合可区别的 I-全染色，据 ( )1l lA× − 定义为如下四种分类： 
类型 I 当 ( )1 mod 2j ≡ 时，若 ( )1l lA× − 中存在{ } { } { } { } { } {, , , , 2, , , 1, , , , , 1, 1, , 1,j j l j l l j l l j l l j j l j− − + + +

} { }1, , 1, ,l l j l l− + ，这 7 个 3-子集是某个 C7的点被多重色集合可区别的 l-I-全染色下的各顶点的色集合，

其染色方案为 , , , , , 1, 1, , , 1, 1, , , 2l j j l l j j l l j l l j l+ + + − − 。 
类型 II 当 l 为奇数时， ( )1l lA× − 的第 1, 2, 3, 4l l l l− − − − 列的 7 个 3-子集{ } { } {1, 1, , 1, , , 2,l l l l l l l− − − −

} { } { } { } { }2, , 2, 1, , 2, , , 3, 2, , 4, 3,l l l l l l l l l l l l l l− − − − − − − − ，恰是一个 C7的点被多重色集合可区别的 l-I-全
染色下的各顶点的色集合，其染色方案为 , 2, 2, , , 1, 1, , , 1, 2, , 3, 4l l l l l l l l l l l l l l− − − − − − − − ；当 l 为偶数时，

( )1l lA× − 的第 1, 4, 5, 6, 7l l l l l− − − − − 列的14个 3-子集可对2个C7进行点被多重色集合可区别的 l-I-全染色，

其分别为 { } { } { } { } { } { } { }{ }1, 1, , 1, , , 4, 3, , 4, 2, , 5, 4, , 5, 3, , 6, 2,l l l l l l l l l l l l l l l l l l l l l− − − − − − − − − − − − − 所对

应的染色方案为 , 1, 1, , , 6, 2, 4, , 3, 4, , 5, 3l l l l l l l l l l l l l l− − − − − − − − − ； { }{ { } {7, 6, , 7, 5, , 7,l l l l l l l− − − − −

} { } { } { } { }}4, , 7, 3, , 6, 5, , 6, 4, , 6, 3,l l l l l l l l l l l l l l− − − − − − − − − 所对应的染色方案为 , 6, 7, 5, , 4,l l l l l l− − − −
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6, 5, , 6, 3, , 7, 4l l l l l l l l− − − − − − 。 
类型 III 当 ( ) ( )2 mod7 , 1 mod 2i j≡ ≡ 时，若 ( ) ( )1 , 1, 2, 3, 4, 5, 6 | , 1l lA i i i i i i i j j× − + + + + + + + 中的 14 个 3-

子集都非空，则可对 2 个 C7进行点被多重色集合可区别的 l-I-全染色，其分别为 { }{ { }, 1, , , , ,j j i l j j i l+ − +

{ } { } { } { } { }}, 1, , , 2, , 1, , , 1, 1, , 1, 2,j j i l j j i l j j i l j j i l j j i l+ + + + + + + + + + + + ，所对应的染色方案为 ,l j i+
1, , , , 1, 1, , , 1, 2, , , 1j j i l j i j j i l j j i l j j i− + + + + + + + + + + ； { }{ { } { } {, 3, , , 4, , , 5, , 1,j j i l j j i l j j i l j+ + + + + + +

} { } { } { }}3, , 1, 4, , 1, 5, , 1, 6,j i l j j i l j j i l j j i l+ + + + + + + + + + + 所对应的染色方案为 , 4, , 5, ,l j i j j i l+ + + +

6, 1, 5, , 4, 1, , 3,j i j j i l j i j l j i j+ + + + + + + + + + 。 
类型 IV ( )1l lA× − 经类型 I，类型 II，类型 III 的染色划分后，当 ( ) ( )1 1 mod7 , 1 mod 2i j− ≡ ≡ ，则有如下

3 种类似类型 III 的分类。下述 3 种情形中两个子矩阵中的 ,i j 均不同，为表区分我们把第二个子矩阵中

的 ,i j 记为 ,d di j 。 
情形Ⓐ，若 ( 1)l lA× − 中同时存在 ( ) ( )1 , 1, 2, 3, 4, 6 | , 1l lA i i i i i i j j× − + + + + + + ， ( ) ( )1 | , 1d d dl lA i j j× − + ，这两个

子矩阵中的14个3-子集恰是2个C7的点被多重色集合可区别的 l-I-全染色，其分别为 { }{ { }, 8, , , 7, ,j l l j l l− −

{ } { } { } { } { }}, 6, , , 5, , 1, 7, , 1, 6, , 1, 5,j l l j l l j l l j l l j l l− − + − + − + − 所对应的染色方案为 , 8, , 7, , 6,l l j l l l− − −

1, 7, , 1, 5, , , 6j l l j l l j l+ − + − − ；{ }{ { } { } { } { } { }, 4, , , 3, , 1, 4, , 1, 3, , 1, 2, , , 3, ,dj l l j l l j l l j l l j l l j l l− − + − + − + − −

{ }}1, 2,dj l l+ − 所对应的染色方案为 , 4, , 3, , 1, 2, 1, , 4, 1, , 3,d dl l j l l j l j l l j l l j− − + − + − + − 。 
情形Ⓑ，若 ( )1l lA× − 中同时存在 ( ) ( )1 , 1, 2, 3, 4 | , 1l lA i i i i i j j× − + + + + + ， ( ) ( )1 , 1| , 1d d d dl lA i i j j× − + + ，这两个

子矩阵中的 14个 3-子集恰是 2个C7的点被多重色集合可区别 l-I-全染色，其分别为 { }{ { }, 7, , , 6, ,j l l j l l− −

{ } { } { } { } { }}, 5, , , 4, , 1, 6, , 1, 5, , 1, 4,j l l j l l j l l j l l j l l− − + − + − + − 所对应的染色方案为 , 7, , 6, 5,l l j l l j− − −

1, 6, , 1, 4, , , 5l l j l l j l+ − + − − ； 

{ }{ { } { } { } { } { }, 3, , 1, 3, , 1, 2, , , 5, , , 4, , 1, 4, ,d d dj l l j l l j l l j l l j l l j l l− + − + − − − + − { }}1, 3,dj l l+ − 所对应的染

色方案为 , 2, 1, , 3, , , 5, , 4, , 3, 1, 4d dl l j l l j l l j l l l j l− + − − − − + − 。 
情形Ⓒ，若 ( )1l lA× − 中同时存在 ( ) ( )1 , 1, 2, 3 | , 1l lA i i i i j j× − + + + + ， ( ) ( )1 , 1, 1| , 1d d d d dl lA i i i j j× − + + + ，这两

个子矩阵中的 14 个 3-子集恰是 2 个 C7 的点被多重色集合可区别 l-I-全染色，其分别为

{ }{ { }, 6, , , 5, ,j l l j l l− − { } { } { } { } { }}, 4, , , 3, , 1, 5, , 1, 4, , 1, 3,j l l j l l j l l j l l j l l− − + − + − + − 所对应的染色方案

为 , 6, , 5, , 4,l l j l l l j− − − 1, 5, , 1, 3, , , 4l l j l l j l+ − + − − ； 

{ }{ { } { } { } { } { }1, 2, , , 5, , , 4, , , 3, , 1, 4, , 1, 3, ,d d d d dj l l j l l j l l j l l j l l j l l+ − − − − + − + − { }}1, 2,dj l l+ − 所对应的染

色方案为 , 1, 2, 1, , 4, , 5, , , 3, , 1, 4d d d dl j l j l l j l l j l l j l+ − + − − − + − 。 

2. 主要结果及其证明 

定理 1 若
1 1

2 7 2 , 1, 4
2 3 2 3

l l l l
m m l

− −       
+ < ≤ + ≥ ≥       

       
，则 ( )i

vt 7mC lχ = 。 

证明显然有 ( ) ( )i
7 vtl mC Gζ χ= ≤

 ，因此我们可直接对 mC7 进行点被多重色集合可区别的 l-I-全染色。 
① 3l = 的 3-子集有{ } { } { } { } { } { } { }1,1,2 , 1,2,2 , 1,1,3 , 1,3,3 , 2,2,3 , 2,3,3 , 1,2,3 ，这 7 个 3-子集不能对一个

C7进行点被多重色集合可区别的 3-I-全染色。 
证明反证法。假设 C7存在点被多重色集合可区别的 3-I-全染色 f。 
1) f 存在一种颜色只染一条边，另两种颜色都各染 3 条边，不妨设 3 只染了一条边，而 1，2 都各染

3 条边。如图 2 所示， 1 2 3 4 5, , , ,υ υ υ υ υ 在 f 下的色集合只可能是 3 种：{ } { } { }1,1,2 , 1,2,2 , 1,2,3 。矛盾。 
2) f 中每种颜色都至少染 2 条边，不妨设 1，3 都染两条边，而 2 染了 3 条边。有如下两种情形： 
a) 如图 3 所示， 1 2 7, ,υ υ υ 的色集合只能是{ } { } { }1,1,2 , 1,2,2 , 1,2,3  (不计顺序)，{ }1,2,3 必是 1 2 7, ,υ υ υ 其

中之一的色集合，{ }1,2,3 必不是 3 4 5, ,υ υ υ 的色集合。那么 3 4 5, ,υ υ υ 中必有 2 个点的色集合相同。矛盾。 
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b) 如图 4 所示， 3 4 7, ,υ υ υ 其中之一的色集合为{ }1,2,3 ， 1 2 5, ,υ υ υ 其中之一的色集合为{ }1,2,3 。矛盾。 
综上，C7不存在点被多重色集合可区别的 3-I-全染色。 

 

 
Figure 2. Coloring of C7 
图 2. 一个 C7的染色 

 

 
Figure 3. Coloring of C7 
图 3. 一个 C7的染色 

 

 
Figure 4. Coloring of C7 
图 4. 一个 C7的染色 

 
② 当 2m = 时， 4l = 。用{ } { } { } { } { } { } { }1,1,2 , 1,2,2 , 1,1,3 , 2,2,3 , 2,3,3 , 1,2,3 , 2,3,4 给第一个 C7 进行染色

即染色为 2,4,3,2,2,1,1,2,2,3,3,1,1,3。用{ } { } { } { } { } { } { }1,3,3 , 1,1,4 , 1,2,4 , 1,3,4 , 2,2,4 , 2,4,4 , 3,4.4 给第二个 C7

即染色为1,3,3,4,4,2,2,4,4,3,1,1,4,2 。于是将多重 3-子集{ } { }1,4,4 , 3,3,4 剩余。 
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③ 当 3 4m≤ ≤ 时， 5l = 。在 2C7的基础上，下面我们从第 3 个 C7开始进行染色。由类型 I 知 A5可

对 1个C7用染色方案 5,1,1,5,5,2,2,5,5,2,4,5,1,3进行染色，由类型 II知A5可对 1个C7用染色方案5,3,3,5,5,
4,4,5,5,4,3,5,2,1进行染色。上述染色中用完了{ }1,2,3,4,5 中含 5 的多重 3-子集，此时仍有多重 3-子集

{ } { }1,4,4 , 3,3,4 剩余。 
④ 当5 7m≤ ≤ 时， 6l = 。在上一步染色基础上我们从第 5 个 C7开始进行染色。由类型 I 知 A6可对

2 个 C7分别用染色方案 6,1,1,6,6,2,2,6,6,2,5,6,1,4和 6,3,3,6,6,4,4,6,6,4,5,6,3,4去染。此时 A6的剩余元素

有{ } { } { } { } { } { }1,2,6 , 1,3,6 , 2,3,6 , 2,4,6 , 5,5,6 , 5,6,6 。将其与②遗留的{ }3,3,4 组合用染色方案 6,5,5,6,6,1,2,3,
6,2,4,3,3,1对第 7 个 C7进行染色。上述染色中用完了{ }1,2,3,4,5,6 中含 6 的多重 3-子集，此时仍有多重

3-子集{ }1,4,4 剩余。 
⑤ 当8 11m≤ ≤ 时， 7l = 。在前 7C7的点被多重色集合可区别 I-全染色的基础上，下面对第 8 个 C7

到第 11 个 C7进行染色。由类型 I 和类型 II 知 A7可对 3 个 C7 分别用染色方案 7,1,1,7,7,2,2,7,7,2,6,7,1,5；
7,3,3,7,7,4,4,7,7,4,6,7,3,5和 7,5,5,7,7,6,6,7,7,6,5,7,4,3去染。此时有 3-子集{ } { } { } {1,2,7 , 1,3,7 , 1,4,7 , 2,3,

} { } { }7 , 2,4,7 , 2,5,7 剩余，将其与②遗留的{ }1,4,4 组合用染色方案 7,2,1,4,7,3,2,5,7,2,4,1,1,3对第 11 个 C7

进行染色。至此，用完了{ }1,2,3,4,5,6,7 的所有多重 3-子集。 
⑥ 当12 16m≤ ≤ 时， 8l = 。在前 11C7的点被多重色集合可去别 I-全染色的基础上从第 12 个 C7开始

进行染色。由类型 I和类型 II知A8可对 5个C7分别用染色方案8,1,1,8,8,2,2,8,8,2,7,8,1,6 ；8,3,3,8,8,4,4,8,8,
4,7,8,3,6 ； 8,5,5,8,8,6,6,8,8,5,7,8,6,5； 8,2,1,3,8,4,2,3,8,2,5,8,1,4 和 8,7,7,8,8,2,6,4,8,5,4,8,3,5 去染。此

时用完了{ }1,2,3,4,5,6,7,8 的所有多重 3-子集。 
⑦ l 是从 1 到它的整数(全文亦然)，让 l 从 9 开始递增，并且递归地进行如下过程。在已构造好的

7

1 11 2
2 37

l l
C

  − −    
+     

      
的点被多重色集合可区别 1l − -I-全染色的基础上，对第

1 11 2 1
2 37

l l  − −    
+ +     

      

个 C7到第
1 2

2 37
l l     

+     
      

个 C7的染色方案叙述如下。 

当 ( )2 mod7 , 9l l≡ ≥ 时。由类型 I，类型 II，类型 III，类型 IV 可以得到
1 2 16

2 37
l l    

+ −    
    

7C 的点被

多重色集合可区别的 l-I-全染色，并且除{ } { }3, 3, , 4, 2,l l l l− − 之外用完了{ }1,2, ,l 的其余所有多重 3-子集。 

当 ( )3 mod7 , 10l l≡ ≥ 时。由类型 I，类型 II，类型 III，类型 IV 可以得到
1 2 14

2 37
l l    

+ −    
    

7C 的点

被多重色集合可区别的 l-I-全染色，除第 1，2 列的剩余元素及前述{ } { }3, 4, 1 , 4, 3, 1l l l l− − − − 之外，用完

了 { }1,2, ,l 的其余所有多重 3-子集。用 { } { } { } { } { } { }1, 8, , 1, 7, , 1, 6, , 1, 5, , 2, 7, , 2, 6, ,l l l l l l l l l l l l− − − − − −

{ }2, 5,l l− 对第
1 2 7

2 37
l l    

+ −    
    

个 C7 进行 I-全染色，染色方案为1, 8, ,2, 7,1, ,2, 6,1, ,2, 5,l l l l l l l l− − − − 。

用 { } { } { } { } { }1, 4, , 1, 3, , 2, 4, , 2, 3, , 2, 2,l l l l l l l l l l− − − − − 与 { } { }3, 4, 1 , 4, 3, 1l l l l− − − − 对第
1 2

2 37
l l    

+    
    

个

C7进行 I-全染色，染色方案为 4,3, 1,4, 3,2, , 4,1, 3, , 2,2,l l l l l l l l l− − − − − − 。此时得到了
1 2

2 37
l l    

+    
    

7C 的

点被多重色集合可区别的 l-I-全染色。 

当 ( )4 mod7 , 11l l≡ ≥ 时。由类型 I，类型 II，类型 III，类型 IV 可以得到
1 2 2

2 37
l l    

+ −    
    

7C 的点被
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多重色集合可区别的 l-I-全染色，除{ } { }5, 3, , 6, 2,l l l l− − 之外用完了{ }1,2, ,l 的其余所有多重 3-子集。 

当 ( )5 mod7 , 12l l≡ ≥ 时。由类型 I，类型 II，类型 III，类型 IV 可以得到
1 2 2

2 37
l l    

+ −    
    

7C 的点被

多重色集合可区别的 l-I-全染色，除上述剩余的{ } { }5, 4, 1 , 6, 3, 1l l l l− − − − 之外用完了{ }1,2, ,l 的其余所

有多重 3-子集。 

当 ( )6 mod7 , 13l l≡ ≥ 时。由类型 I，类型 II，类型 III，类型 IV 可以得到
1 2 8

2 37
l l    

+ −    
    

7C 的点被

多重色集合可区别的 l-I-全染色，除第 7，8 列的剩余元素及前述{ } { }5, 5, 2 , 6, 4, 2l l l l− − − − 之外，用完了

{ }1,2, ,l 的其余所有多重 3-子集。对第
1 2 1

2 37
l l    

+ −    
    

个 C7用{ } { } { } {7, 5, , 7, 4, , 7, 3, , 8, 4,l l l l l l l− − − −

} { } { }, 8, 3, , 8, 2,l l l l l− − 与{ }5, 5, 2l l− − 进行 I-全染色，染色方案为 2,5, 5,7, , 4,7, 3, , 4,8, 3,l l l l l l l l− − − − − −

,8l 。此时得到了
1 2 1

2 37
l l    

+ −    
    

7C 的点被多重色集合可区别的 l-I-全染色。 

当 ( )0 mod7 , 14l l≡ ≥ 时。由类型 I，类型 II，类型 III，类型 IV 可以得到
1 2 7

2 37
l l    

+ −    
    

7C 的点被

多重色集合可区别的 l-I-全染色，除第 1，2 列的剩余元素及前述剩下的{ }6, 5, 3l l− − 外用完了{ }1,2, ,l 的

其余所有多重 3-子集。对第
1 2

2 37
l l    

+    
    

个 C7用{ }6, 5, 3l l− − 与{ } { } { } {1, 5, , 1, 4, , 1, 3, , 2, 4,l l l l l l l− − − −

} { } { }, 2, 3, , 2, 2,l l l l l− − 进行 I-全染色，染色方案为 5,6, 3,1, , 3,2, 2, ,1, 4,2, ,1l l l l l l l l− − − − − 。至此，得到

了
1 2

2 37
l l    

+    
    

7C 的点被多重色集合可区别的 l-I-全染色。 

当 ( )1 mod7 , 15l l≡ ≥ 时。由类型 I，类型 II，类型 III，类型 IV 可以得到
1 2

2 37
l l    

+    
    

7C 的点被多

重色集合可区别的 l-I-全染色，并且用完了{ }1,2, ,l 的所有多重 3-子集。 

定理证毕。 

定理 2 若
1 1

2 7 2 , 1, 4
2 3 2 3

l l l l
m m l

− −       
+ < ≤ + ≥ ≥       

       
，则 ( )vi

vt 7mC lχ = 。 

证明由引理 1 及定理 1 立得此结论。 
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