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摘  要 

研究了Yang-Baxter型矩阵方程 AXA XAX= 的解。当A是二阶矩阵时，通过考虑A可对角化和不可对角

化两种情形得到了该矩阵方程有解的充分必要条件，并详细给出了解的具体表示。此外，当A是正定矩

阵时，说明了A是矩阵方程 AXA XAX= 的唯一正定解。 
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Abstract 
Solutions to the Yang-Baxter matrix equation AXA XAX=  are studied. When A is of order 2, by 
considering whether A is diagonalizable or not, sufficient and necessary conditions for the matrix 
equation having a solution are given, and explicit solutions are also presented. In addition, if A is 
positive definite, then it is shown that A is the unique positive definite solution to the matrix equa-
tion AXA XAX= . 
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1. 引言 

经典的 Yang-Baxter 方程分别由 Yang [1]在 1967 年和 Baxter [2]在 1972 年提出，他们在各自研究问

题中均说明了一些有理矩阵函数满足某个非线性矩阵方程。自此以后，越来越多的物理学家构造了各种

形式的 Yang-Baxter 方程的解[3]。在过去几十年里，该矩阵方程不仅在统计物理领域得到广泛研究，同

时因为 Yang-Baxter 方程与辫群和纽结理论等数学领域密切相关，该矩阵方程也得到许多数学研究者的关

注。 
令 U 是一个带有单位 e 的结合代数，经典的无参数 Yang-Baxter 是一个关于张量积U V⊗ 的可逆元 R

的方程，它具有形式 

12 13 23 23 13 12R R R R R R= ， 

其中 ( )12 12R Rφ= ， ( )13 13R Rφ= ， ( )23 23R Rφ= ，这里 12φ ， 13φ ， 23φ 是从U U⊗ 到U U U⊗ ⊗ 的代数同构，

定义为 

( )12 ,u v u v eφ = ⊗ ⊗ ， ( )13 ,u v u e vφ = ⊗ ⊗ ， ( )13 ,u v e u vφ = ⊗ ⊗ 。 

令 A 是一个 n 阶方阵，则二次矩阵方程 
AXA XAX=                                      (1.1) 

称为 Yang-Baxter 型矩阵方程。相比于经典的 Yang-Baxter 方程，方程(1.1)中出现的是更加详细的矩

阵 A 和未知矩阵 X。显然，Yang-Baxter-like 矩阵方程(1.1)有两个平凡的解 0X = 和 X A= ，但要求出方

程(1.1)的非平凡解是不容易的，因为这等价于求解一个一般的二次方程多项式系统。近年来，矩阵方程

(1.1)得到大量研究，主要集中于一些特殊解或 A 具有某种特殊性质或结构时的解，如文[4]得到了当 A 是

可对角化矩阵时的全部交换解；文[5]得到了当 A 是秩 1 矩阵时矩阵方程(1.1)的全部解；文[6]给出了当 A
满足 1A A− = 时矩阵方程(1.1)的全部交换解和部分非交换解；文[7]给出了当 A 满足 3A A= 时矩阵方程(1.1)
的全部解；文[8]利用谱分解得到了矩阵方程(1.1)的一些解。文[9]给出了当 A 是秩 3 矩阵时矩阵方程(1.1)
的全部交换解。文[10]给出了当与 A 可交换的无穷多解。文[11]得到了当 A 是秩 2 矩阵时矩阵方程(1.1)
的全部解。 

本文研究当 A 是二阶矩阵时矩阵方程(1.1)的解，分多钟情况讨论了一个二阶矩阵是矩阵方程(1.1)的
解得充分必要条件，并具体给出了解得形式。同时，当 A 是正定矩阵时，说明了 A 是矩阵方程 AXA XAX=
的唯一正定解。 

在本文中，用表示复数集，对角矩阵
1 0

0 n

a

a

 
 
 
  

�
� � �
�

简记为 { }1diag , , na a� 。 *A 表示 A 的共轭转置，

nI 表示 n 阶单位矩阵，在不引起歧义的情况下简记为 I。 

2. 二阶 Yang-Baxter 型方程的解 

本节给出当 A 是二阶矩阵时 Yang-Baxter-like 矩阵方程的解。首先考虑两种情形，即 A 可对角化和 A
不可对角化的情形。当 A 可对角化时，不失一般性，可将 A 写为 
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0
0
a

d
 
 
 

， 

其中 ,a d ∈。令 

1 2

3 4

x x
X

x x
 

=  
 

， 

则通过比较方程 AXA XAX= 各位置对应的元素有 0if = ，1 4i≤ ≤ ，其中 

2 2
1 1 2 3 1f ax dx x a x= + − ， 2 1 2 2 4 2f ax x dx x adx= + − ， 

3 1 3 3 4 3f ax x dx x adx= + − ， 2 2
4 2 3 4 4f ax x dx d x= + − 。 

定理 2.1 假设 { }diag ,A a d= ，其中 a 和 d 是两个不相等的非零数。则 X 是(1.1)的一个解当且仅当下

面两个条件之一成立： 
i) X 具有形式 

1

4

0
0
x

x
 
 
 

，                                    (2.1) 

其中 { }1 0,x a∈ ， { }4 0,x d∈ ，且 1 4ax dx ad+ ≠ 。 
ii) X 具有形式 

2

2

2

3

d x
d a

ax
a d

 
 − 
 
 − 

，                                 (2.2) 

其中
( )
( )

2 2

2 3 2

ad ad a d
x x

a d

− −
=

−
。 

证明：若 A 具有形式(1.1)，X 具有形式(2.1)或(2.2)，则不难得到 AXA XAX= 。 
反 之 ， 如 果 A 具 有 形 式 (1.1) 且 AXA XAX= ， 则 0if = ， 1 4i≤ ≤ 。 从 2 0f = 可 以 看 出

( )2 1 4 0x ax dx ad+ − = ，即 2 0x = 或 1 4ax dx ad+ = 。同理，由 3 0f = 可以得到 ( )3 1 4 0x ax dx ad+ − = ，即 3 0x =

或 1 4ax dx ad+ = 。 
若 1 4ax dx ad+ ≠ ，则 2 3 0x x= = ，因此 1 0f = 可推出 2 2

1 1 0ax a x− = ， 4 0f = 可推出 2 2
4 4 0dx d x− = 。所

以 { }1 0,x a∈ ， { }4 0,x d∈ ，于是 X 具有形式(2.1)。 

若 1 4ax dx ad+ = ，则 1
4

ad axx
d
−

= 。于是 

( )( )
( )

( ) ( )

2 2 2 2 3 3
1 4 1 4 4 1

3 3
1 4 1 4 4 1

3 3
1 4 4 1

2 3 3 2
1 4

0

af df a x d x d x a x

ax dx ax dx d x a x

ad ax dx d x a x

a d a x d ad x

− = − + −

= + − + −

= − + −

= − + −

=

 

将 1
4

ad axx
d
−

= 代入 ( ) ( )2 3 3 2
1 4 0a d a x d ad x− + − = 便可得到

2

1
dx

d a
=

−
。于是，

2
1

4
ad ax ax

d a d
−

= =
−

。
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所以从 1 0f = 或 4 0f = 可推出
( )
( )

2 2

2 3 2

ad ad a d
x x

a d

− −
=

−
。即 X 具有形式(2.2)。 

定理 2.2 假设 { }diag ,A a a= ，其中 a 是非零数。 
i) 如果 X 是非奇异的，则它是(1.1)的解当且仅当 X aI= 。 
ii) 如果 X 是奇异的，它是(1.1)的解当且仅当 X O= 或 X 具有形式 

1 2

3 4

x x
x x
 
 
 

，                                     (2.3) 

其中 1 4x x a+ = 。 
证明：不难看出，如果 X 具有以上任意一种形式，则它必然满足方程 AXA XAX= 。所以只需要证明

反过来的情况。 
如果 { }diag ,A a a= ，即 A aI= ，由于 a 是非零数，所以 AXA XAX= 可转化为 2X aX= 。如果 X 是非

奇异的，那么显然 X 是数量矩阵 aI。 
如果 X 是奇异的，则可以考虑方程 0if = ，1 4i≤ ≤ 。因为 A aI= ，所以 0if = ，1 4i≤ ≤ 可转化为 0ig = ，

1 4i≤ ≤ ，其中 
2

1 1 2 3 1g x x x ax= + − ， 

( )2 2 1 4g x x x a= + − ， 

( )3 3 1 4g x x x a= + − ， 

2
4 4 2 3 4g x x x ax= + − 。 

如果 1 4x x a+ = ，则 X 具有形式(2.3)。如果 1 4x x a+ ≠ ，则 2 3 0x x= = 且 2
1 1 0x ax− = ， 2

4 4 0x ax− = ，

因此， 1x 和 4x 也等于 0，即 X O= 。 
定理 2.3 假设 { }diag ,0A a= ，其中 a 是非零数，则 X 是(1.1)的解当且仅当 X 具有以下形式之一： 

3 4

0 0
x x
 
 
 

， 2

4

0
0

x
x

 
 
 

，
4

0
0
a

x
 
 
 

，                           (2.4) 

证明：如果 X 具有(2.4)中的任何形式，则显然有 AXA XAX= 。 
反过来，如果 { }diag ,0A a= ，则 0if = ，1 4i≤ ≤ 可转化为 0ih = ，1 4i≤ ≤ ，其中 

2 2
1 1 1h ax a x= − ， 2 1 2h ax x= ， 3 1 3h ax x= ， 4 2 3h ax x= 。 

从 1 0h = 可推出 1 0x = 或 1x a= 。若 1 0x = ，则可以从 4 0h = 中得出 2 0x = 或 3 0x = 。因此，在这种情

况下，X 具有形式 

3 4

0 0
x x
 
 
 

或 2

4

0
0

x
x

 
 
 

。 

另一方面，若 1x a= ，则可以从 2 0h = 和 3 0h = 中得出 2 0x = 和 3 0x = 。因此，在这种情况下，X 具有

形式 

4

0
0
a

x
 
 
 

。 

类似地，可以得到以下结果。 
定理 2.4 假设 { }diag 0,A d= ，其中 d 是非零数，则 X 是(1.1)的解当且仅当 X 具有以下形式之一： 
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1

3

0
0

x
x
 
 
 

， 1 2

0 0
x x 
 
 

， 1 0
0
x

d
 
 
 

。 

以上得到了 A 可对角化时矩阵方程(1.1)的全部解，下面考虑 A 不可对角化时矩阵方程(1.1)的解。 
定理 2.5 假设 A 不可对角化，则由 A 的 Jordan 标准形可不妨假设 A 具有形式 

1
0
a

a
 
 
 

。 

i) 如果 X 是奇异的，则它是(1.1)的解当且仅当它具有以下形式之一： 

1 2

0 0
x x 
 
 

， 2

4

0
0

x
x

 
 
 

。                                (2.5) 

ii) 如果 X 是非奇异的，则它是(1.1)的解当且仅当 X A= 或 X 具有形式 
2

1
1

2
12

x ax
a

a a x

 − 
  

  
 − − 

。                                 (2.6) 

证明：i) 如果 A 是奇异的，则 0a = ，于是由 AXA XAX= 可得到 

1 3 1 43
2
3 3 4

0
0 0

x x x xx
x x x

  
=   

   
。 

因此， 

1 3 0x x = ， 1 4 0x x = ， 2
3 0x = ， 3 4 0x x = 。 

从而有 3 0x = ，且 1 0x = 或 4 0x = 。即 X 具有形式(2.5)。 
ii) 如果 X 是非奇异的，则 0a ≠ 。此时，通过比较 AXA 与 XAX 对应的元素，我们可以得到 0ip = ，

1 4i≤ ≤ ，其中 
2 2

1 1 3 1 1 3 2 3p a x ax ax x x ax x= + − − − ， 

2
2 1 3 2 4 1 2 1 4 2 4p ax x a x ax ax x x x ax x= + + + − − − ， 

2 2
3 3 1 3 3 3 4p a x ax x x ax x= − − − ， 

2 2
4 3 4 2 3 3 4 4p ax a x ax x x x ax= + − − − 。 

从 ( )2
3 3 1 4 3 0p x a ax ax x= − − − = 可以看出 3 0x = 或 2

3 1 4x a ax ax= − − 。如果 3 0x ≠ ，则 
2

3 1 4x a ax ax= − − 。将 2
3 1 4x a ax ax= − − 代入 1 0p = 和 2 0p = 分别可得 

2 2
1 1 4 1 4 2 1 2 2 4 0q a ax ax x x a x ax x ax x= − − + − + + =  

和 
2 2

2 2 1 2 2 4 1 4 0q a x ax x ax x x x a= − − − + = 。 

所以， 1 2 0q q+ = 可推出 2 2
1 4 32 0a ax ax a x− − = + = ，于是 2

3x a= − ， 4 12x a x= − 。 
接下来，将 2

3x a= − 和 4 12x a x= − 代入 2 0p = 可得 
2 2 2
1 2 12 0x a x ax a− − + = ， 

即
2

1
2

x ax
a
− 

 
 

= 。因此 X 具有形式(2.6)。 
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如果 3 0x = ，则 1 0p = 和 4 0p = 分别变为 2 2
1 1 0a x ax− = 和 2 2

4 4 0a x ax− = 。因此， { }1 4, 0,x x a∈ 。由于 X
是非奇异的且 3 0x = ，所以 1 4x x a= = 。于是可以从 2 0p = ， 3 0x = 和 1 4x x a= = 得出 2 1x = ，即 

1
0
a

X A
a

 
= = 
 

。 

3. 方程 =AXA XAX 的正定解 

本节考虑当 A 是正定矩阵时矩阵方程 AXA XAX= 的正定解。 
引理 3.1 对任意整数 1k > 和 ( ),M GL n∈  ，非线性方程 kX M XM∗= 具有唯一的正定解。 
定理 3.1 假设 A 是 n n× 正定矩阵，则 A 是矩阵方程 AXA XAX= 的唯一正定解。 
证明：如果 A 是正定的，则由正定矩阵的 Cholesky 分解，存在唯一的一个对角线元素都为正的下三

角矩阵 L，使得 *A LL= 。因此， AXA XAX= 可写成 * * *LL XLL XLL X= ，等这价于 
* * * * *L LL XLL L L XLL XL= 。                             (3.1) 

分别用 B 和 Y 表示 *L L 以及 *L XL，则式(3.1)可写为 2BYB Y= ，其中 B 是正定矩阵。则由引理 3.1 可

知方程 2BYB Y= 有唯一正定解，于是方程 AXA XAX= 也有唯一正定解。不难看出 2Y B= 是方程 2BYB Y=
的唯一正定解，于是 X A= 是方程 AXA XAX= 的唯一正定解。 

4. 数值例子 

本节给出一些求解二阶 Yang-Baxter 型矩阵方程的例子。 
例 4.1 令 

1 0
0 2

A  
=  
 

。 

由定理 2.1，矩阵方程 AXA XAX= 的全部解为 

0 0
0 0
 
 
 

，
1 0
0 2
 
 
 

，
1 0
0 0
 
 
 

，
0 0
0 2
 
 
 

， 2

3

4
1

x
x
 
 − 

， 

其中 2 3 6x x = − 。 
例 4.2 令 

2 1
0 2

A  
=  
 

。 

则由定理 2.5，矩阵方程 AXA XAX= 的全部奇异解为 

1 2

0 0
x x 
 
 

和 2

4

0
0

x
x

 
 
 

， 

其中 1 2 4, ,x x x 是任意常数。 
矩阵方程 AXA XAX= 的全部非奇异解为 X A= 和 

2
1

1

1

2
2

4 4

xx

x

 − 
  

  
 − − 

， 

其中 1x 是任意常数。 
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5. 结束语 

本文主要给出了当 A 是二阶矩阵时，Yang-Baxter 型矩阵方程 AXA XAX= 的全部解。需要指出的是，

要给出当 A 是一般的 n 阶矩阵时 Yang-Baxter 型矩阵方程 AXA XAX= 的全部解几乎是不现实的，因为这

等价于要求解含 n2 个未知数的方程组。目前一些可行的方法主要包括研究当 A 是某种特殊矩阵时

Yang-Baxter 型矩阵方程的解，以及该矩阵的一些特殊解，如交换解等。若要考虑关于更高阶矩阵 A 的

Yang-Baxter 型矩阵方程的解，则需要发展一些新的技术方法，这也是本文今后进一步的研究工作。 
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