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摘  要 

本文介绍了闵氏空间中矩阵广义逆的概念，总结推广了其性质及表征，并基于矩阵的广义逆理论给出了

Bjerhammar定理、Zlobec公式等在闵氏空间中的形式，获得了闵氏空间中矩阵广义逆的一些新刻画。 
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Abstract 
In this paper, we introduce the concept of generalized inverse of matrix in Minkowski space, ge-
neralize its properties and characterization, and give the forms of Bjerhammar theorem and Zlo-
bec formula in Minkowski space based on the generalized inverse theory of matrix, obtain some 
new characterizations of generalized inverse of matrix in Minkowski space. 
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1. 引言 

广义逆这个概念最早由 Fredholm 在 1903 年研究积分算子时提出。1904 年，Hilbert 在讨论广义格林

函数时含蓄地提出微分算子广义逆，随后引起很多不同领域的学者研究。1920 年，Moore 在美国数学学

会会刊发表了任意矩阵的广义逆，但由于形式抽象人们难以理解和应用，导致研究广义逆的热度降低，

在接下来的 30 年里都没有较大发现。 
直到 1955 年 Penrose 在[1]中给出了众所周知的 Moore-Penrose 逆的经典刻画：令 m nA ×∈ ，则存在

唯一的矩阵 n mX ×∈ 满足下面四个方程 

(1) AXA A= ; (2) XAX X= ; (3) ( )AX AX∗ = ; (4) ( )XA XA∗ =  

记 †X A= ，称为矩阵 A 的 Moore-Penrose 逆，这个刻画使得广义逆在计量学、最优化理论、系统论

及数理统计等领域得到了广泛的应用，从而很大程度促进了其发展。 
本文的闵氏空间最早由 Minkowski 在 1907 年提出，它是由一个比较特殊的时间维和三个空间维组成

的。它与传统的四维空间最大的差别在于，闵氏空间中有一维为“类空间”(具有一些光学性质)，而这一

维从数学角度保证了四维时空的间隔是不变的。形式上，闵氏空间是一个非退化并对称双线性的四维实

向量空间，可以用对称双线形式表示为 ( ), , ,+ − − − ，它也可以记作 1,3
 。闵氏空间中的度量矩阵是

( )31,Diag I− 。 
1996 年，Renardy 在研究极光偏振现象时在[2]中给出了闵氏空间中矩阵奇异值分解的充要条件： 

(1) †A A 的奇异值为非负的实数；(2) †A A 可对角化；(3) †A A 与 A 的零空间相同。 

2000 年，印度学者 Meenakshi 在文[3]中引入了复矩阵广义逆在闵氏空间中的概念，并且得到了闵氏

空间中的广义逆(本文简称闵氏逆)存在的充要条件。后面 2016 年 Al-Zhour 和 Kılıçman 在文[4]、[5]中给

出了加权闵氏逆，还构建了一些加权闵氏逆的性质，并得到了一些复数域上加权 Moore-Penrose 逆经典的

性质在闵氏空间中并不成立的例子。2019 年王宏兴在文献[6]中给出了闵氏空间中的 m-core 逆，并且研

究了其性质、表征、偏序及应用。2021 年王宏兴在文献[7]中定义了闵氏空间中的 m-core-EP 逆，研究了

其的性质和一些充要条件，并且给出了一些矩阵的 m-core-EP 分解，以及应用其分解给出了 m-core-EP
序和它的一些性质。 

但闵氏逆本身的研究，只有 2002 年 Meenakshi 和 Krishnaswamy 在[8]中讨论了闵氏空间值域对称矩

阵求和性质，以及 2006 年在[9]中研究了闵氏空间中的分块矩阵的广义逆及相关性质。本文主要基于文[3]
的理论和广义逆理论，总结出了闵氏逆的相关性质，并给出了几种等价表示闵氏逆的方法，如有名的

Bjerhammar 定理及 Zlobec 公式等在闵氏空间中的形式，这些刻画闵氏逆的特征可以提供计算闵氏逆的一

些途径，也可以为后续读者的研究提供一些方法上的思路。 

2. 预备知识 

下面给出广义逆矩阵的一些基本符号、概念及引理。 
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2.1. 专用符号注释表 

为了方便读者阅读，我们定义本文的符号如下： 
m n×
  m n× 复矩阵的集合 

m n
r
×

  秩为 r 的m n× 复矩阵的集合 
1A−  矩阵 A 的逆矩阵 

A∗  矩阵 A 的共轭转置 

( )rk A  矩阵 A 的秩 

( )A  矩阵 A 的值域 

( )A  矩阵 A 的核 

nI  n 阶单位阵 
~A  闵氏空间中矩阵 A 的共轭转置 
†A  矩阵 A 的 Moore-Penrose 逆 

AM  矩阵 A 的闵氏逆 
G 闵氏空间中的度量矩阵 

2.2. 基本概念和引理 

闵氏空间是一个 n 维复向量空间，本文用  (在 n
 中带有闵氏内积 ( ), ,Gα β α β= ，其中 ,⋅ ⋅ 为

通常酉内积来表示)，度量矩阵 ( )11, nG Diag I −= − 。显然我们有G G∗ = 和 2
nG I= 。 

本文研究的是 m nA ×∈ ，我们将 ~A 记作矩阵 A 的闵氏伴随(也叫闵氏共轭转置)，定义 ~
2 1A G A G∗= ，

其中 1G 是 m 阶闵氏空间中的度量矩阵， 2G 是 n 阶闵氏空间中的度量矩阵， A∗是矩阵 A 的共轭转置。还

有若
~A A= 称 A 是对称的，若 ~A A I= 则称为 A 在闵氏空间中正交。 

引理 2.2.1 [3]在闵氏空间中，令 m nA ×∈ ，则称唯一的矩阵 n mX ×∈ 为矩阵 A 的闵氏逆，当且仅当 X
满足以下四个条件(也记作 { }1,2,3 ,4X A∈ M M )： 

(1) AXA A= , (2) XAX X= , ( 3M ) ( )~AX AX= , ( 4M ) ( )~XA XA= , 

我们记 X A= M 。 
注  当矩阵 X 满足(1)和( 3M )时，我们称 X 为矩阵 A 的{ }1,3M -逆，记为： 

{ } ( ){ }~1,3 | ,A X AXA A AX AX= = =M ，特别地我们把矩阵 A 的{ }1 -逆记作 A−。 
引理 2.2.2 [3]在闵氏空间中，令 m nA ×∈ ，则 AM存在且唯一当且仅当 ( ) ( ) ( )~ ~rk A rk AA rk A A= = 。 
引理 2.2.3 ([10], p. 128)令 m nA ×∈ ， { }1X A∈ ，则 { }1,2X A∈ 当且仅当 ( ) ( )rk X rk A= 。 
引理 2.2.4 ([10], p. 133)令 m n

rA ×∈ ， n pU ×∈ ， q mV ×∈ ， ( )X U VAU V−= ，则有： 
(a) { }1X A∈ 当且仅当 ( )rk VAU r= ； 
(b) { }2X A∈ ， ( ) ( )X U=  当且仅当 ( ) ( )rk VAU rk U= 。 

3. 主要结论 

3.1. 闵氏空间中广义逆的性质 

下列性质均在闵氏空间中，且要满足 AM存在且唯一，即 ( ) ( ) ( )~ ~rk A rk AA rk A A= = 。这些性质的证

明有的已经在其他文章中提及过，有的证明并不困难。 
定理 3.1 对任意 m nA ×∈ ，闵氏逆 AM具有下列性质： 
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(1) ( )A A=
M

M ； 

(2) ( ) ( )~~A A=
M

M ； 

(3) ( ) ( )~~AA A A=
M

M M ； 

(4) ( )~ ~A A A A=
M

M 特别地，如果 A 是满秩矩阵， ( )rk A n= 当且仅当 ( ) 1~ ~A A A A
−

=M ， nA A I=M 。

( )rk A m= 当且仅当 ( ) 1~ ~A A AA
−

=M ， nAA I=M ； 

(5) ( ) †A Aλ λ=M M，其中λ∈， †
1 , 0

0, 0

λ
λ λ

λ

 ≠= 
 =

； 

(6) ( ) ( ) ( )~A AA AA= =M   ； 

(7) ( ) ( ) ( ) ( )~ ~A A A A A A= = =M M    ； 

(8) ( ) ( ) ( )A A A A A= =M ~   ； 

(9) ( ) ( ) ( ) ( )~ ~A AA AA A= = =M M    ； 

(10) ( ) ( ) ( )m nrk A m rk I AA n rk I A A= − − = − −M M ； 

(11) ( ) ~ ~UAV V A U=M M ，这里 ,U V 分别为 ,m n 阶的酉矩阵。 
注 显然 1A− 的诸多性质 AM已经不再具备。比如特殊的情况当 A 为方阵时，一般的说有： 
(1) ( )AB B A≠M M M  
(2) AA A A≠M M  
(3) 当 n nA ×∈ ， 2k ≥ 时，则 ( ) ( )kkA A≠

M
M  

(4) A 和 AM的所有特征值(除零特征值)，并不是互为倒数的。 

3.2. 闵氏空间中广义逆的特征 

下面定理的证明过程中所使用的符号均假设 m nA ×∈ ， ~
2 1A G A G∗= ，其中 1G 是 m 阶闵氏空间中的度

量矩阵， 2G 是 n 阶闵氏空间中的度量矩阵， A∗是矩阵 A 的共轭转置。 
文献[3]中 Meenakshi 通过满秩矩阵的分解定理得到了闵氏逆的一种表示形式，本文在这里罗列出来。 

众所周知的列满秩矩阵分解，若 m n
rA ×∈ ， 0r > 则存在列满秩矩阵 m r

rB ×∈ 和列满秩矩阵 r n
rC ×∈ 使

得 A BC= 。在闵氏空间也有： 
定理 3.2.1 令 m n

rA ×∈ ， 0r > 有满秩分解 0r > ，若 AM存在，则有 ( ) ( )1 1

2 2 1 1A G C CG C B G B B G
− −∗ ∗ ∗ ∗=M 。 

下面给出本文主要的几个主要定理。 
定理 3.2.2 是著名的 Bjerhammar 定理在闵氏空间的形式，它相对引理 2.2.1 来说，就是用了另一种不

同的等价形式刻画了闵氏逆的后面 3 个条件。 

定理 3.2.2 令 m nA ×∈ ， n mX ×∈ ，则 X A= M 当且仅当存在 m mU ×∈ ， n nV ×∈ 满足条件 AXA A= ，

( )~~X A U UA= = ， ( )~~X VA AV= = 且 ,U V 是对称的。 
证明 (⇐ )由 ~X A U= 可得 ( ) ( ) ( )~XA X A⊂ ⊂   ， 
再由 ( ) ( ) ( ) ( )rk A rk AXA rk XA rk A= ≤ ≤ 得 ( ) ( ) ( )~rk A rk XA rk A= =  
则 ( ) ( ) ( )~XA X A= =   ，故 ( ) ( ) ( )~rk X rk A rk A= = ，根据条件 AXA A= 和引理 2.2.3 
得 { }1,2X A∈ ，下验证 { }3 ,4X A∈ M M  

( 3M ) ( ) ( ) ( ) ( )~ ~~
1 1 1 1 1 1 2 1AX G AX G G A V A G G G AG V A G A AV AX

∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = = = =  
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( 4M ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )~ ~~
2 2 2 2 2 2 1 2XA G XA G G A U A G G A U G A G G UA A XA

∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = = = =  

综合得 { }1,2,3 ,4X A∈ M M 即有 X A= M 成立。 
(⇒ )当 X A= M  ( ) ( ) ( )~ ~ ~

2 2 2 1 1 2X XAX XA X G XA G X G A G G X G X A X X∗ ∗ ∗= = = = = 时， 
令 ~U X X= 是对称的，有 ~X A U= 且有 1 1G U U G∗= ，通过左乘 2G A∗ 得 ( )~~A U UA X= = 成立。 
同理当 ( ) ( ) ( )~ ~ ~

1 1 1 2 2 1X XAX X AX XG AX G XG X G G A G XX A∗ ∗ ∗= = = = = 时， 

令 ~V XX= 是对称的，有 ~X VA= 且有 2 2VG G V ∗= ，通过右乘 1A G∗ 得 ( )~~VA AV X= = 成立。□ 
定理 3.3.3 是 Zlobec 公式在闵氏空间中的形式，它告诉了我们，对于一类满足特殊条件的矩阵，计

算其的闵氏逆可以通过这种更简便的方式，我们也给出一个算例加以验证。 

定理 3.3.3 令 m nA ×∈ ，若 ( ) ( )~ ~rk A rk A AA= ，且矩阵 ( )~ ~ ~A A AA
−
和 ( )~ ~ ~A AA A

−
是对称的，则

( )~ ~ ~ ~A A A AA A
−

=M 。 
证明 由引理 2.2.4 可得 ( ) ( ) ( )~ ~ ~rk A rk A AA rk A= = 等价于 ( ) { }~ ~ ~ ~ 1,2A A AA A A

−
∈ ， 

下验证是否还有 ( ) { }~ ~ ~ ~ 3 ,4A A AA A A
−

∈ M M 成立。 

由 ( )~ ~ ~A A AA
−
和 ( )~ ~ ~A AA A

−
是对称的，可以得到： 

( ) ( )( )~
~ ~ ~ ~ ~ ~A A AA A A AA

− −
= 和 ( ) ( )( )~

~ ~ ~ ~ ~ ~A AA A A AA A
− −

=  

从而有， 

( 3M ) 
( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

~ ~~ ~
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~

2 2 2 1

~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
1 1 2 1

AA A AA A A A A AA A AG A A AA G G A G

G G AA A AA G A G AA A AA A

∗− − − ∗

− −∗

   
= =   
   

= =

 

( 4M ) 
( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

~ ~~ ~
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~

2 1 1 1

~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
2 1 2 2

A A AA A A A A AA A A G A G G A AA A G A

G A G A AA A A G G A A AA A A

∗− − −∗

− −∗

   
= =   
   

= =

 

综合得 { }1,2,3 ,4X A∈ M M 即有 X A= M 成立。                                             □ 

例 1 设
0 1 0
1 0 0

A
− 

=  
 

。 

计算得 

~
2 1

1 0 0 0 1 0 1
1 0

0 1 0 1 0 1 0
0 1

0 0 1 0 0 0 0
A G A G∗

− −    
−     = = − =          

    

， ~ ~

0 1
1 0

0 0
A AA

 
 = − 
 
 

. 

满足 ( ) ( )~ ~ 2rk A rk A AA= = ，且有 

~ ~ 0 1 0
( )

1 0 0
A AA − − 

=  
 

， ( )~ ~ ~

1 0 0
0 1 0
0 0 0

A A AA
−

− 
 = − 
 
 

， ( )~ ~ ~ 1 0
0 1

A AA A
− − 

=  − 
 

即满足矩阵 ( )~ ~ ~A A AA
−
和 ( )~ ~ ~A AA A

−
是对称的，从而由定理 3.3.3 可得闵氏逆 

( )~ ~ ~ ~

0 1
1 0

0 0
A A A AA A

−
 
 = = − 
 
 

M  
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代入验证符合引理 2.2.1 的定义。 
为了方便后续定理的证明，下面先给出了一个关于闵氏伴随的引理。 

引理 3.3.4 令 m nA ×∈ ， n mX ×∈ 则： 
(a) { }1,3X A∈ M 当且仅当 ~ ~A AX A= ； 

(b) { }1,4X A∈ M 当且仅当 ~ ~XAA A= ； 

(c) { }1,3 ,4X A∈ M M 当且仅当 ~ ~A AX A= ， ~ ~XAA A= 。 

证明 (a) (⇒ ) ( ) ( ) ( ) ( )~ ~~ ~ ~
2 1 1 1 2 1A AX A AX G A G G AX G G AXA G AXA A∗ ∗∗= = = = =  

(⇐ )由 ~ ~A AX A= 我们等式两边同时取闵氏空间中的共轭转置，有： 

( ) ( ) ( )
~ ~~

1 2 1 2 1 1A A AX G G A G AX G G X A G A AX A
∗∗ ∗ ∗= = = = 再右乘 X 得 ( )~AX AX AX= ， 

再由 ~ ~A AX A= 同时左乘 ~X 得 ( ) ( )~ ~AX AX AX AX= = 代入上式可得 ( )~A AX A AXA= = 。 
同理，(b) (⇒ ) ( ) ( ) ( ) ( )~ ~~ ~ ~

2 2 2 1 2 1XAA XA A G XA G G A G G AXA G AXA A∗ ∗∗= = = = =  
(⇐ ) 由 ~ ~XAA A= 我们等式两边同时取闵氏空间中的共轭转置，有： 

( ) ( ) ( )
~ ~~

1 2 1 2 2 1A XAA G XAG A G G AG A X G A XA
∗∗ ∗ ∗= = = = 左乘 X 得 ( )~XA XA XA= ， 

再由 ~ ~XAA A= 同时右乘 ~X 得 ( ) ( )~ ~XA XA XA XA= = 代入上式有 ( )~A A XA AXA= = 。 
综合(a)和(b)可得(c)成立。                                                              □ 
由上述引理 3.3.4 容易得到下面的定理 3.3.5，它也是闵氏逆的一种刻画。 

定理 3.3.5 令 m nA ×∈ ， n mX ×∈ 则， 
(a) X A= M 当且仅当 ~ ~A AX A= 且 ~ ~X XA X= ； 
(b) X A= M 当且仅当 ~ ~XAA A= 且 ~ ~AXX X= 。 
证明(a)由引理 3.3.4 可知 ~ ~A AX A= 等价于 { }1,3X A∈ M ，且 ~ ~X XA X= 等价于 { }2,4X A∈ M 从而可

得 X A= M 当且仅当 ~ ~A AX A= 且 ~ ~X XA X= 。 
同理，(b)也由引理 3.3.4 可知 ~ ~XAA A= 等价于 { }1,4X A∈ M ，且 ~ ~AXX X= 等价于 { }2,3X A∈ M  
从而可得 X A= M 当且仅当 ~ ~XAA A= 且 ~ ~AXX X= 。                                      □ 
下面本文研究了闵氏逆的极大类表示问题，首先通过上面的性质定理快速代入验证即可得到的以下

集合的表示，令 m nA ×∈ ，我们有： 

{ } ( ) { }{ }1 1 11,4 | 1,4 , n m
mA X Y I AX X A Y ×= + − ∈ ∈M M ； 

{ } ( ) { }{ }2 2 21,3 | 1,3 , n m
nA X I X A Y X A Y ×= + − ∈ ∈M M ； 

{ } ( ) ( ) { }{ }3 3 3 31,3 ,4 | 1,3 ,4 , n m
n mA X I X A Y I AX X A Y ×= + − − ∈ ∈M M M M  

定理 3.3.6 给出了 { }1,2,3 ,4A M M 也就是 AM的表示式。其揭露了 { }1,3A M 、 { }1,4A M 与 AM之间的关

系。 
定理 3.3.6 令 m nA ×∈ ，对任意 { }1 1,4X A∈ M 、 { }2 1,3X A∈ M ，若 AM存在，则有 1 2A X AX=M  

证明我们记 1 2X X AX= ，我们可以直接代入验证 { }1,2,3 ,4X A∈ M M 有： 
(1) ( )1 2 2AXA AX A X A AX A A= = =  
(2) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 1 2XAX X AX A X AX X AX A X X AX X= = = =  
( 3M ) ( ) ( ) ( )~ ~ ~

1 2 2 2 1 2AX AX AX AX AX AX AX AX= = = = =  
( 4M ) ( ) ( ) ( )~ ~ ~

1 2 1 1 1 2XA X AX A X A X A X AX A XA= = = = =  
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综合即证得 { }1,2,3 ,4X A∈ M M ，故 1 2A X X AX= =M                                         □ 
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