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摘  要 

高维数据下部分线性模型的变量选择方法大多基于最小二乘回归估计展开，但随着数据复杂性的提升，

极端、异常等因素使得以往模型的估计效率直线下滑。为此，本文基于弹性网络法与分位数回归相结合

的正则化理论，提出了一种应对高维数据下部分线性模型的稳健变量选择模型。该模型不仅可以有效处

理强相关变量组的数据，还可以在面对离群点或存在异方差时仍达到较好的稳健性。此外，理论上证明

了在一定条件下模型估计量的相合性和稀疏性，最后通过数值模拟，与其他变量选择方法作比较，进一

步表明了该方法的优越性。 
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Abstract 
Most of the variable selection methods of some linear models under high-dimensional data are 
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based on least squares regression estimation, but with the increase of data complexity, extreme 
and abnormal factors make the estimation efficiency of previous model plummet. Therefore, based 
on the regularization theory combining elastic network method and quantile regression, this pa-
per proposes a robust variable selection model to cope with some linear models under high- 
dimensional data. The model can not only effectively handle data for groups of strongly correlated 
variables, but also achieve better robustness in the face of outliers or heteroscedasticity. In addi-
tion, the coherence and sparsity of model estimators under certain conditions are theoretically 
proved, and finally the superiority of this method is further demonstrated by numerical simula-
tion and comparison with other variable selection methods. 
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1. 引言 

在数字化发展的今天，金融、气象、生物医学等诸多领域的数据中各指标之间的关系变得愈加错综

复杂，简单地运用线性模型已经不足以分析各指标的联系。而半参数模型不仅具有强大的拟合能力，且

不需要对数据做出过多的假设，十分适用于处理分布未知的复杂数据。部分线性模型[1]则是常见的一类

半参数模型，因其同时具有线性模型和非参数模型的优点，吸引了广大统计学者的关注，成为了各领域

处理数据的重要工具。 
而随着大数据时代的到来，高维数据频繁出现在各个领域。高维数据的变量个数过多，往往在建模

分析过程中容易导致“维数灾祸”，传统的变量分析方法已无力应对这种问题。对此，可同时进行变量

选择和系数估计的正则化方法被学者们提出，其一般形式为“损失函数 + 惩罚函数”。当采用岭回归[2]
作惩罚函数时，其通过有偏估计很好地解决了变量间多重共线性的问题，但这种方法只能限制模型回归

系数尽可能地小，不具备稀疏性。LASSO [3]惩罚虽然能实现稀疏变量的目的，但对于具有群组效应的特

殊数据结构，它只能勉强选出该变量组的一个变量，容易忽略其他重要变量，对于高维数据中存在多

重共线性时，LASSO 的估计效果会变得很差。SCAD [4]惩罚是对称且非凸性的，它虽然可以产生稀疏

解，但其迭代算法却极其缓慢，难以适应高维数据情形。而 Zou 和 Hastie [5]提出了弹性网络法，因其

结合了 LASSO 和岭回归惩罚项的优势，不仅可以解决多重共线性的问题，而且还能对变量进行有效筛

选。 
高维数据下的部分线性模型因其需要考虑线性协变量的选择和系数估计、光滑参数的选择、非参数

函数的估计等方面的问题，因此如何在高维数据下对部分线性模型进行稳健的变量选择成为了一大挑战。

目前，关于高维部分线性模型的变量筛选问题研究还不多。Xie 和 Huang [6]运用 SCAD 惩罚来实现线性

部分的稀疏性，并用多项式样条来估计非参数分量。杨宜平等[7]结合样条方法和 Dantzig 或 Lasso 变量选

择方法，同时进行变量选择和未知参数估计，并证明了估计误差的非渐近界。Chen 等[8]采用自适应弹性

网对部分线性模型进行变量选择，并证明了其 Oracle 性质。Wang 等[9]利用组 Bridge 和最小二乘估计讨

论了高维部分线性模型的估计问题。赖秋楠等[10]提出了 profile 贪婪向前回归变量筛选方法，证明了在

一定正则条件下所提 PGFR 方法具有筛选相合性。但这些文献大多都是基于最小二乘估计作为损失函数，
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而在实践中最小二乘估计对噪音较敏感，稳定性较差，特别是在面对高维数据中含有极端值、离群点或

是呈现尖峰、厚尾分布时，其预测效果往往不佳。为了实现更稳健的估计，Koenker 和 Basset [11]提出了

分位数回归，因其不需要对误差分布作特定假设仍可获得全局分布的特征，且保持较高的稳健性，进而

被不同领域广泛研究运用。 
本文就将利用将弹性网络法和分位数回归相结合的正则化方法，对高维部分线性模型进行稳健变量

选择。此方法不需要对模型中误差项的分布情况做任何假设，在面对高维数据中出现异常值或极端值时

仍保持较好的稳健性，能够丰富具体地反应响应变量的分布特征。除此之外，这种组合的正则化方法还

可以灵活处理高维数据中多重共线性与群组效应问题，能对变量间的强相关性信息进行变量筛选，产生

稀疏解。理论上将证明该模型估计量的相合性和稀疏性，并通过数值模拟，与其他变量选择方法进行比

较，表明该方法更有效更稳健。 

2. 稳健变量选择过程 

考虑如下部分线性模型： 

( )T g= + +Y X Zβ ε ,                                  (1) 

其中， ( )T
1 2, , , ny y y=Y  为n维响应变量； ( ) ( )T

1 2 1 2, , , , , ,n p= =X x x x x x x  
  为 n p× 设计矩阵，且 p n ；

( )T
1 2, , , pβ β β= β 为 p 维未知参数向量； ( )T

1 2, , , nε ε ε= ε 为 n 维随机误差向量，与 ( ), ZX 独立且期望

为 0，方差为 2σ ； ( )g ⋅ 为未知光滑函数，为避免维数灾难，假定 Z 为一维随机变量，且在闭区间 [ ]0,1 上

取值。 
对模型(1)两边关于 Z 求条件期望，可得 

( ) ( ){ } ( )
T

E Y Z E X Z g Zβ= + ,                              (2) 

由(2)式可得 ( )g Z 的表达式，再将其代入(1)式，经整理得 

( ) ( ){ }T
Y E Y Z X E X Z β ε− = − + ,                            (3) 

若 ( )E X Z 和 ( )E Y Z 已知，则模型(3)即为标准的线性模型。 
记 ( ) ( )Xm Z E X Z= ， ( ) ( )Ym Z E Y Z= ，令 ( )ˆ Xm Z 和 ( )ˆYm Z 分别为 ( )Xm Z 和 ( )Ym Z 的估计量，本

文采用核估计，即 
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其中 ( )K ⋅ 为核函数，h 为窗宽。 

记 ( )ˆ ˆYm Z= −Y Y ， ( )ˆ ˆ Xm Z= −X X ； ( )T
1 2ˆ ˆ ˆ, , , ny y y=Y  ， ( )T

1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ, , , n=X x x x ， 

则式(3)可改写为 
Tˆ ˆ= +Y X β ε .                                     (4) 
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在面对高维数据时( ( ) , 0ap O n a= > )，为了确保模型的可识别性，提高模型拟合的精确度，假定真

实的系数向量 *β 为稀疏的，即仅小部分系数非零。在不失一般性的情况下，我们定义 ( )( )TT* * T
1 ,0=β β ，

用 s 表示真实回归系数的非零元素的数量，假定真实模型表示为 

( ) { }* supp 1,2, , s= =  *β , 

其补集 { }* 1, ,c s p= +  表示噪音协变量，即 *β 的前 s 个分量是非零的，设计矩阵可写为 

( )ˆ ,=X S Q , 

其中， ( ) ( )T
1 2 1 2ˆ ˆ ˆ, , , , , ,n s= =S S S S x x x  ， ( ) ( )T

1 2 1 2ˆ ˆ ˆ, , , , , ,n s s p+ += =Q Q Q Q x x x  ；S 表示非零系数的信

号协变量矩阵，Q 表示系数为零的噪音协变量矩阵。本文将设计矩阵 X̂ 的每一列标准化使得 

2
ˆ i n=x ， 1,2, ,i p=  。 

结合(4)式和线性模型的弹性网惩罚分位数估计[12]，可得求解 *β 的模型如下： 

( ) ( )2T
1 2

1

ˆ ˆˆarg min :
p

n

Enet i i i n n n
R i

y n n L
β

ρ λ µ
∈ =

 = − + + = 
 
∑ xβ β β β β , 

其中， ( ) ( )( )1 0u u uτρ τ= − < ， 0 1τ< < 为分位数回归的损失函数， 11
p

ii β
=

= ∑β 为 β 的 1L 范数，
2

12
p

ii β
=

= ∑β 为 β 的 2L 范数，
2

1 2n nn nλ µ+β β 为弹性网惩罚项，其中 , 0n nλ µ > 为正则化系数。 

3. 统计性质 

本节将建立高维部分线性模型参数 β 的弹性网估计量 ˆ
Enetβ 的性质。参照文献 Fan [13]，定义预先知

道协变量位置的 Oracle 正则化估计 ( )( )TT T
1

ˆ ˆ ,0o o=β β ，并且满足 ( )ˆ arg mino
nL=

β
β β ，并做出如下假设条

件： 
(A1) ε 独立于 ( ),X Z ，且满足 ( ), 0E X Zε = ， ( )3 ,E X Zε < ∞。 
(A2) 最佳窗宽 ( )1 5h O n−= 。 

(A3) ( )cov XΣ =  是一个正定矩阵， ( )3
2sup E X < ∞， ( )3

2sup
Z

E X Z z= < ∞。 

(A4) 核函数 ( )K ⋅ 的支撑集为 [ ]1,1− ，存在常数 1 20 M M≤ < ，核函数满足 ( ) [ ]1 21.1tM K t M
∈ −

≤ ≤ ，且

( )d 1K t t =∫ ， ( )d 0tK t t =∫ ， ( )2 d 0t K t t ≠∫ 。 
(A5) ( )Xm ⋅ ， ( )Ym ⋅ 和 ( )g ⋅ 的二阶导数都是一阶 Lipschitz 连续的。 
(A6) 存在常数 1 0c > 和 2 0c > ，对任意满足 1u c≤ 的 u， ( )if u 一致有界且不为 0 和∞，有 

( ) ( ) ( ) 2
20 0i i iF u F uf c u− − ≤ , 

其中， ( )if u 和 ( )iF u 分别为误差 iε 的密度函数和分布函数。 
(A7) 定义 ( ) ( ){ }1diag 0 , , 0nf f=H  ，则 1 Tn− S HS 的特征值介于 0c 与 1

0c− 之间，且 

( )1maxn ijij
x o nsκ −= = . 

(A8) 令 ( )1 logn n nC s n nγ λ µ= + + ， 1C 为大于零的常数，有 

1 T
2, 2

n

n

n λ
γ

−

∞
<Q HS , 

其中，对于矩阵 A与向量 x̂ ， 
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2, 2
ˆ 0

ˆ ˆsup
x

∞ ∞
≠

=A Ax x , 

且对某些常数 ( )0,1b∈ ，有 ( ) ( )log bp o n= 。 
条件(A1)~(A5)是研究半参数模型常用的假设条件，其中条件(A2)为核估计最优窗宽，条件(A4)是对

核函数的一般假定。条件(A6)对噪音分布进行假设，任意 ( )if u 在 0 点周围是 Lipschitz 连续的，如常用

的柯西分布就满足这一条件。条件(A7)对信号协变量矩阵 S 和设计矩阵 X̂ 的规模进行限制，当设计矩阵

X̂ 产生某种分布时， nκ 的界以渐近 1 的概率满足。条件(A8)对设计矩阵 X̂ 与子矩阵 ,Q S 的列向量的相

关性进行控制。 
下面给出定理说明可用 Oracle 信息来确定信号协变量的位置，正则化估计 ˆoβ 以趋于 1 的概率可估计

出真实系数向量 *β 。 
定理 1 若 0n nsλ κ → ， 0n nsµ κ → ，且满足条件(A1)~(A7)，则存在常数 1 2, 0c c > ，使得 

( ) 2*
1 1 12

ˆ 1 c so
nP c nγ −− ≤ ≥ −β β , 

其中， ( )1 logn n nC s n nγ λ µ= + + ， 1C 为大于零的常数。 
定理 2 假设条件(A1)~(A8)成立，若 

( )max j n nj
oβ λ µ= , 

( ) ( )22 3 2 2
2logn n ns n o nγ κ λ= , 

( )3 2
n n noκ γ λ= , 

且 ( ) ( )2 1 logn c p nλ > + ，c 为大于零的常数。那么，存在目标函数 ( )nL β 的全局最小值 

( )( )TT T
1 2

ˆ ˆ ˆ,o
Enet =β β β ，至少以 ( )2

11 c sO c n−− 的概率满足： 

1) 2
ˆ 0=β ， 

2) *
1 1 2

ˆo
nγ− ≤β β 。 

4. 定理证明 

在证明上述定理前，本节先给出几个引理。 
引理 1 (Chen [14])假设条件(A1)~(A5)成立，令 ( )1 51 5 logh n n−= ，则有 

( ) ( ) ( )( )2 52 5

1
ˆmax sup ,1, logj jj p z

m z h m z O n n−

≤ ≤
− = . 

引理 2 (Fan [13])假设条件(A7)成立，则对任意 0t > ，都有 

( )( ) ( )( )2 2
04 exp 8n n n nP Z M M s n t nc t M≥ + ≤ − . 

引理 3 (Bühlmann [15])霍夫丁不等式：设独立随机变量 1 2, , , nZ Z Z 来自某个空间 Γ， γ 为 Γ上的实

值函数，若存在正实数 1 2, , , nC C C ，使得对任意的 i 满足 ( )( ) 0iE Zγ = ， ( )i iZ Cγ < ，则对所有的 0t > ，

有 

( )
2

2
1 1

2exp
2

n

i n
i ii

tP Z t
C

γ
= =

  
 ≥ ≤ −      

∑
∑

. 

引理 4 考虑以 *β 为中心的球形领域 sR 内： 
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( ){ }TT T *
1 2 2 1 1 2

, : 0,P
nR γ= = ∈ = − ≤ β β β β β β , 

其中序列 0nγ → ，假设 

( ) ( )3 2
21 logn n ns n o nγ κ λ−+ = , 

( ) 1 21 2 lognn pλ − → ∞ , 

( )2
n n noκ γ λ= , 

则当条件(A6)~(A8)成立时，有 

( ) ( )2T
1 1ˆsup c

nP y n o c pτρ λ −

∞∈

 ′ − ≥ ≤ 
 

Q S
β

β , 

其中， ( ) { }1 0u uτρ τ′ = − ≤ ， 1 2,c c 为大于零的常数。 
定理 1 的证明： 
令 ( ) ( )T

1
ˆˆ ˆn

n i iiv yτρ=
= −∑ xβ β ，则目标函数可写作 

( ) ( ) 2
1 2

ˆn n n nL v n nλ µ= + +β β β β . 

对于给定的一个常数 0nM > ，定义集合 

( ) ( ) ( ){ }* *
0 2

: , supp suppP
n nM R M= ∈ − ≤ ⊆ β β β β β , 

然后，定义函数 

( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
0

* *1 ˆ ˆ ˆ ˆsup
n

n n n n n n
M

Z M v v E v v
nβ∈

= − − −


β β β β . 

首先，结合引理 1 可知，对任意 ( ) ( )TT T
1 0,0 nM= ∈β β ，当 n 充分大时，有 

( ) ( ) 2* *
0 1 1 2

1ˆ ˆ
2n nE v v c n− ≥ −  β β β β ,                           (5) 

其中， ( )1 1 2
n nM o sκ − −= ， 0c 是 ( )if ⋅ 在 0 的某个领域内的一个下界。 

接着证明不等式(5)，令 ( )T *
1 1i ia = −S β β ，则对于任意 ( )0 nM∈β ，根据 Hölder 不等式有 

*
1 12 2

0i i n na s Mκ≤ − ≤ →S β β . 

此时，再针对 ( )T *
1 1i −S β β 的符号进行讨论，当 ( )T *

1 1 0i − >S β β 时，依次根据 ( )0iP ε τ< = ，Fubini
定理，泰勒展开及条件(A6)可得 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( )

0

0

2 2

0 d

0 d

1 0 1 ,
2

i

i

a
i i i i

a
i i

i i i

E a E I t t

F t F t

f a o a

τ τρ ε ρ ε ε  − − = ≤ ≤    

= −

= +

∫

∫                        (6) 

其中， ( )1o 对于 1,2, ,i n=  一致成立。 
当 ( )T *

1 1 0i − <S β β 时，可得式(6)右侧同样的结果。进一步，由条件(A7)得 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

* 2

1 1

T 2* T * *
1 1 1 1 0 1 1 2

1ˆ ˆ 0  
2

1 1 .
2 2

n n

n n i i i i i
i i

E v v E a f a

c n

τ τρ ε ρ ε
= =

   − = − − ≥  

= − − ≥ −

∑ ∑

S HS

β β

β β β β β β
              (7) 

因此，结合式(6)和式(7)以及 ( )ˆnv β 的定义，对于任意 ( ) ( )TT T
1 0,0 nM∈ ∈β β ，可得式(5)成立。但所

设定的估计器 ( )( )TT T
1

ˆ ˆ ,0o o=β β 可能不在 ( )0 nM 集合中，因此，令 ( )TT T
1 ,0∈ β β ，其中 

( ) *
1 1 1

ˆ 1oµ µ= + −β β β , ( )*
1 1 2

ˆo
n nM Mµ = + −β β , 

此时 ( )0 nM∈ β ，再根据目标函数为凸函数的性质以及 1̂
oβ 的定义，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * *
1 1 1

ˆ ,0 1 ,0 ,0o
n n n n nL L L L Lµ µ≤ + − ≤ =β β β β β .                 (8) 

结合式(8)与三角不等式，有 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

* * * *

22* *
1 1 1 11 21 2

22* *
1 1 1 121 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

.

n

n n n n n n n n

n

n n n n

E v v v Ev v Ev L L

n n

nZ M n n

λ µ

λ µ

 − = − − − + − 

+ − + −

≤ + − + −

   

 

 

β β β β β β β β

β β β β

β β β β

           (9) 

定义事件 

( ){ }1 22 logn n n nA Z M M n s n−= ≤ , 

根据引理 2，可得 

( ) ( )( )01 exp log 8nP A c s n≥ − − . 

又由 Cauchy-Schwarz 不等式，有 
*
1 1 1n n nn n sMλ λ− ≤β β , 

( )22* *
1 1 1 12 2 1

2 2n M n M n nn C n C n sMµ µ µ− ≤ − ≤ β β β β , 

其中， { }* *
1 1max , , , , ,M s sC β β β β=  

  。因此，在事件 nA 上，根据不等式(9)有 

( ) ( ) ( )( )*ˆ ˆ 2 log 2n n n M n nE v v sn n n s C n s Mλ µ − ≤ + + 
β β . 

取 2n n nM s n s sλ µ= + + ，由假设 0n nsλ κ → ， 0n nsµ κ → 和条件(A7)可知 ( )1 1 2
n nM o sκ − −= ，

再结合式(5)，则在事件 nA 上有 

( )( )2*
0 1 1 2

1 2 log 2
2 n M n nc n sn n n s C n s Mλ µ− ≤ + +β β , 

进一步，得 

( )( )*
1 1 2

log n nO s n n s sλ µ− ≤ + +β β . 

根据 *
1 2 nM− ≤β β ，可得 *

1 1 2
ˆ 2o

nM− ≤β β ，故在事件 nA 上，有 
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( )( )*
1 1 2

ˆ logo
n nO s n n s sλ µ− ≤ + +β β , 

可知事件 nA 发生的概率大于等于 2
11 c sc n−− ，定理 1 得证。 

定理 2 的证明： 
此处先给出引理 4 的证明，其是定理 2 证明的基石。对于固定的 { }1, 2, ,j s s p∈ + +  ， 

( )TT T
1 2,= ∈β β β 。定义 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T
, ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ,j i j ij i i i i i iy x y E yτ τ τ τγ ρ ρ ε ρ ρ ε  ′ ′ ′ ′= − − − − −  x x xβ β β , 

其中， ( )Tˆ ˆ ˆ, ,i i ipx x=x  是设计矩阵 x̂ 的第 i 行。 
首先，需对引理 4 做如下分解： 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

T T
1 1

T
,

1

1 1ˆ ˆsup sup

1 1 ˆ ˆmax sup , ,
n

j i ij s i

E
n n

y
n n

τ τ τ

τ

ρ ρ ρ ε

ρ ε γ

∈ ∈∞ ∞

> ∈ =∞

′ ′ ′− ≤ − −  

′+ + ∑

Q y S Q y S

Q x

β β

β
β

β β
 



 

根据上式可知，若能证明以下各式至少以 ( )2
11 cO c p−− 的概率成立，那么引理 4 可得证。 

( ) ( ) ( )T
1 1

1 ˆsup nI E o
n τ τρ ρ ε λ

∈ ∞

′ ′= − − =  Q y S
β

β ,                      (10) 

( ) ( )T
2

1
nI o

n τρ ε λ
∞

′= =Q ,                               (11) 

( ) ( )3 ,
1

1 ˆ ˆmax sup ,
n

j i i p nj s i
I y o

n
γ λ

> ∈ =

= =∑ x


β
β

,                          (12) 

首先证明 1I 成立，将式(10)改写为 

( ) ( )T
1

1

1 ˆˆ ˆmax sup
n

ij i i ij s i
I x E y

n τ τρ ε ρ
> ∈ =

 ′ ′= − − ∑ x
β

β .                       (13) 

根据条件(A6)，有 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )T T * T *
1 1 1 1ˆˆ 0 0i i i i i i i i iE y F F f Iτ τρ ε ρ ′ ′− − = − − = − + x S S β β β β β , 

其中， ( )iF t 是 iε 的累计分布函数， 

( )( ) ( ) ( ) ( )T * T *
1 1 1 10 0i i i i i iI F F f= − − − −S S β β β β , 

对任意 j s> ，有 

( ) ( ) ( )( ) ( )T T *
1 1

1 1 1
ˆˆ ˆ ˆ ˆ0

n n n

ij i i i i ij i ij i
i i i

x E y f x x Iτ τρ ε ρ
= = =

 ′ ′− − = − + ∑ ∑ ∑x S β β β . 

结合式(13)及 Cauchy-Schwarz 不等式，可推出 

( )T *
1 1 1

1

1 1 ˆmax
n

ij ij s i
I x I

n n> =∞

≤ − + ∑Q HS β β .                         (14) 

依次考虑不等式(14)右边的两项，由条件(A8)可得第一项的上界被限制为 
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( )T * T *
1 1 1 1 2

2,

1 1
2

n

n n
λ

∞ ∞

− ≤ − <Q HS Q HSβ β β β ,                     (15) 

再根据条件(A6)~(A7)及 ( )( )2T *
1 1i iI C≤ −S β β ，可得第二项的上界被限制为 

( )( )2 2T * *
1 1 1 1 2

1 1 1

1 ˆmax
n n n

n n
ij i i i nj s i i i

x I I C C
n n n

κ κ κ
> = = =

≤ ≤ − ≤ −∑ ∑ ∑ S  β β β β . 

又因为 ∈β ，由假设条件 ( )1 2 1n n n oλ κ γ− = 有 

( )2

1

1 ˆmax
n

ij i n n nj s i
x I C o

n
κ γ λ

> =

≤ =∑  ,                            (16) 

再将上述不等式(16)与式(15)代入式(14)，可得 1I 成立。接下来证明 2I ，根据引理 3，如果 

( ) ( )2 1 logn c p nλ > + ，则有 

( )( ) ( ) ( )2
2 2 2

T
12

1 1

2exp 2exp log
4ˆ4

p
cn n

n n
j s iji

n nP n p s O c p
xτ

λ λρ ε λ −

∞
= + =

   
′  ≥ ≤ − = − − ≤     

∑
∑

Q , 

因此， 2I 至少以概率 ( )2
11 cO c p−− 成立。 

现将利用 Bühlmann [15]中的推论 14.4 证明 3I 成立。首先，对每个固定的 j，定义函数空间 

{ }, :j jγΓ = ∈β β ，则对任意的 , j jγ ∈Γβ ，有 ( ), ˆ ˆ, 0j i jE yγ  = xβ 。又因函数 τρ ′有界，可得 

( )
1 2

22
, ,

1

1 ˆ ˆ, 2
n

j j i in
i

y
n

γ γ
=

 ≡ ≤ 
 
∑ xβ β . 

此外，对任意的 ( )TT T
1 2,∈ ∈β β β 和 ( )TT T

1 2,∈ ∈   β β β ，由条件(A6)和均值定理可得 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

T T

T * T * T
1 1 1 1 1 1 1

ˆ ˆˆ ˆ

,

i i i i i i

i i i i i i i

E y E y

F F f a

τ τ τ τρ ρ ε ρ ρ ε  ′ ′ ′ ′− − − − −   

= − − − = −



 

x x

S S S

β β

β β β β β β
                  (17) 

其中， 1ia 介于 ( )T *
1 1i −S β β 与 ( )T *

1 1i −S β β 之间。又因 ( )if u′ 一致有界，结合条件(A7)和式(17)，有 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

T T

T 2
1 1 1 1 1 12 2 2

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ,

ij i i i ij i i i

ij i ij i n

x E y x E y

C x C x C s

τ τ τ τρ ρ ε ρ ρ ε

κ

  ′ ′ ′ ′− − − − −   

≤ − ≤ − ≤ −



  

x x

S S

β β

β β β β β β
                 (18) 

其中，C 是大于零的常数。 
由 Bühlmann [15]中引理 14.27 可知 sR 空间的球 可被 ( )1 4 s

nγ δ+ 个半径为η的球所覆盖，又因

( ) ( )Tˆˆi i iyτ τρ ρ ε′ ′− −x β 只取 3 种结果，结合式(18)可得 jΓ 的覆盖数为 

( ) ( )2 1 1 2 2
22 , , 3 1 2

sk k
j n nN C sγ κ− −Γ = +⋅ 。因此， 

对任意的 ( )20 log 2k n≤ ≤ ，有 

( )( ) ( )2 1 3 2 2 2
2log 1 2 , , 4 1 2k k

j n nN C sγ κ− −⋅+ Γ ≤ + . 

又由 Bühlmann [15]中的推论 14.4 可知，对任意的 0t > ，有 

( ) ( )
2

1 3 2 2
, 2

1

1 8ˆ ˆsup , 3 1 log 4 4 4exp
8

n

j i j n n
i

ntP y C s n t
n n

γ γ κ−

∈ =

  
≥ + + + ≤   

   
∑ x


β

β
, 
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令 ( )logt C p n= ，其中 0C > 为充分大的常数，则可得 

( ) ( )1 3 2 2
, 2

1

1 24 logˆ ˆmax sup , 1 log 4 exp 0
8

n

j i j n nj s i

C pP y C s n p s
n n

γ γ κ−

> ∈ =

   ≥ + ≤ − − →   
  

∑ x


β
β

. 

因此，若 ( )3 2 2
21 logn n ns n o nγ κ λ+ = ，那么 3I 至少以 ( )2

11 cO c p−− 的概率成立，从而引理 4 得证。 
下面接着证明定理 2，由于 1̂

oβ 是 ( )1,0nL β 的最小值点且满足 KTT 条件。若要证明 

( )( )T T
1

ˆ ˆ ,0o P
Enet R= ∈β β 是目标函数 ( )nL β 的全局最小值，只需验证如下条件 

( )T
1̂ˆ o

nnτρ λ
∞

′ − <Q y Sβ ,                                (19) 

其中，对任意 n 维向量 ( )T
1, , nu u=u  ，有 ( ) ( ) ( )( )T

, ,i nu uτ τ τρ ρ ρ′ ′ ′=u  ，则根据 KKT 条件及 ( )nL β 为凸

函数的性质，可知 ˆ
Enetβ 是 ( )nL β 的全局最小值点。定义事件 

{ }*
1 1 1 2

ˆo
nB γ= − ≤β β , 

( )T
2 1ˆsup nB nτρ λ

∞∈

 ′= − < 
 

Q y S
β

β , 

其中， nγ 同定理 1 中所定义，并且 

( ){ }T T *
1 2 1 1 22

, : , 0P P S
nR γ −= = ∈ − ≤ = ∈R β β β β β β , 

那么，结合定理 1 和引理 4 可知 

( ) ( )2
1 2 11 c sP B B o c n−≥ − . 

又因为 ˆ∈β 属于事件 1B ，故在事件 1 2B B 上不等式(19)成立，定理 2 得证。 

5. 数值模拟 

本节将通过数值模拟来考察所提出方法的有限样本性质。从如下部分线性模型产生数据 

( )T g= + +Y X Zβ ε , 

其中，真实的回归参数被固定为 ( )T0.5,1,2,1.5,0.8,1.75,0.75,0, ,0= β ，参数数量 400p = ，样本容量

100n = ，协变量 ( )0,pX N V∼ ，其中 . 0.5 i j
i jV −= ；非参数函数 ( ) ( )sin 2g Z T= π ，其中 T 服从 [ ]1,1− 上的

均匀分布。 
为了验证所提方法关于厚尾分布的稳健性，考虑如下误差分布：标准正态分布 ( )0,1Nε ∼ ；混合正

态分布 ( ) ( )2MN1: 0.9 0,1 0.1 0,5N Nε ∼ + ；自由度为 4 的 t 分布 ( )4tε ∼ ；Laplace 分布；Cauchy 分布。本

节将在这五种误差分布下，将所提的弹性网惩罚分位数回归(Q-EN)与弹性网惩罚最小二乘回归(EN)、
Lasso 惩罚分位数回归(Q-lasso)和 Ridge 惩罚分位数回归(Q-ridge)进行比较，其中 0.5τ = 。通过计算以下

4 个值来评估所提方法： 
1) L1 loss：即 *β β− 的 L1范数。 
2) L2 loss：即 *β β− 的 L2范数。 
3) FP：选入模型的噪音协变量的数量。 
4) FN：未选入模型的信号协变量的数量。 
程序重复运行 100 次，模拟结果如表 1 所示，其中各项数值为其均值。 
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Table 1. Simulation results of relevant covariates 
表 1. 相关协变量模拟结果 

Error Method L1 loss L2 loss FP FN 

( )0,1N  

EN 5.3876 8.3052 38.14 0.672 

Q-EN 3.1422 2.5163 124.83 0.871 

Q-lasso 11.4103 21.1308 12.37 2.05 

Q-ridge 8.6309 6.0135 392 0 

MN1 

EN 5.6724 8.9104 36.43 0.857 

Q-EN 4.1052 3.7861 138.56 0.672 

Q-lasso 10.7865 23.6209 79.82 1.54 

Q-ridge 7.2538 6.4618 392 0 

t4 

EN 9.0324 12.0174 40.96 0.564 

Q-EN 3.0195 2.8739 16.38 4.35 

Q-lasso 8.1005 16.0534 7.5 1.782 

Q-ridge 6.8751 3.5213 392 0 

Laplace 

EN 5.1462 8.3367 48.57 0.243 

Q-EN 3.9788 1.8142 130.026 0.538 

Q-lasso 12.9032 18.9237 40.32 2.45 

Q-ridge 8.0914 5.7832 392 0 

Cauchy 

EN 9.5261 8.6359 55.24 4.78 

Q-EN 4.2843 6.1308 12.78 7.56 

Q-Lasso 21.7933 75.4103 108.82 3.59 

Q-ridge 10.8637 4.6724 392 0 

 
比较 Q-EN 和 EN：在这五种误差分布情形下，Q-EN 的 L1损失和 L2损失都较 EN 更低。当误差分布

为 MN1 时，Q-EN 比 EN 的 FN 更小。当误差分布为 t4和 Cauchy 时，Q-EN 较 EN 模型具有更小的 FP。
当误差分布为 Laplace 和 ( )0,1N 时，EN 的 FP 和 FN 都优于 Q-EN。总体而言，在面对具有厚尾分布和异

常值，如 t4等情形时，分位数回归较最小二乘估计具有更稳健的特性。 
比较 Q-EN 和 Q-lasso、Q-ridge：在前四种误差分布情形下，Q-EN 的 L1损失和 L2损失都明显更低。

当误差分布为 Cauchy 时，虽然 Q-ridge 具有比 Q-EN 更低的 L2损失，但它选择了模型中的所有变量，并

没有进行有效的变量选择。当误差分布为 ( )0,1N 、MN1、Laplace 和 t4时，Q-lasso 具有更小的 FP，表明

Lasso 惩罚项倾向于将真实有效的信号协变量选择到模型中。当误差分布为 ( )0,1N 、MN1 和 Laplace 时，

相比 Q-lasso，Q-EN 具有更小的 FN，说明 Q-EN 剔除大量不相关的预测因子，表现更好。 
通过在不同的误差分布情形下，与其他变量方法进行比较，表明 Q-EN 的总体性能优于其他四种方

法。Q-EN 可以有效的进行变量筛选产生稀疏解，且在面对厚尾分布或异常值时仍表现优异。 
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6. 总结 

针对高维数据下的部分线性模型变量选择问题，提出了将弹性网络法和分位数回归相结合的正则化

方法。该方法可以有效地处理高维数据中的多重共线性与群组效应问题，还可以在面对数据含有极端值、

离群点或是呈现尖峰、厚尾分布时，仍保持较好稳健性。理论结果表明，在一定条件下模型估计量具有

相合性和稀疏性，可将不相关变量压缩至零，从而进行有效的变量选择。在数值模拟方面，通过比较不

同惩罚函数和不同损失函数在五种误差分布下的估计效果，证实了所提估计方法优于其他变量选择方法，

具有更强的稳健性和有效性。在实践应用中，所提模型方法可为生物医学、基因学等领域进行高维数据

下的实证分析提供理论支撑。利用此模型方法对高维基因学数据进行基因检测分析，探究与疾病相关程

度高的协变量基因，为药物研究提供方向，可推动相关药物研发领域的发展。 
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