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摘  要 

本文研究一个在营养物和抑制物同时作用下具有两个时滞的血管化肿瘤生长模型的自由边界问题。两个

延迟分别代表细胞进行有丝分裂所需要的时间，以及因抑制物凋亡和自然凋亡而引起的细胞损失到完全

被分解所需要的时间。文章主要讨论了稳态解的稳定性、Hopf分歧发生的条件，并运用Matlab进行数值

模拟来验证Hopf分歧现象以及两个时滞与Hopf分歧之间的关系，最后分析了抑制物和营养物质参数对肿

瘤生长的影响。 
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Abstract 
The free boundary problem in a model of vascularized tumor growth with two time delays under 
the simultaneous action of nutrients and inhibitors was studied. The two time delays represent 
the time required for cells to undergo mitosis and the time required for cell loss due to inhibitor 
apoptosis and natural apoptosis to be completely disassembled, respectively. The article mainly 
discussed the stability of the steady-state solution, the conditions under which Hopf divergence oc-
curs, and numerical simulations using Matlab to verify the Hopf Bifurcation phenomenon as well 
as the relationship between the two time delays and Hopf divergence, and finally analyzed the ef-
fects of the inhibitor and nutrient parameters on the tumor growth. 
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1. 引言 

肿瘤生长是一个复杂的过程，涉及多个时空尺度。在过去的四十年里，为了更深入地了解肿瘤的生长

情况，通过添加不同的因素，将基本模型扩展到更复杂的模型，进而发展和研究了各种以自由边界问题形

式存在的 PDE 模型[1]-[9]，这些模型的渐近分析、数值模拟和严格的数学分析引起了人们的极大关注，并

建立了许多有趣的结果。实验表明，肿瘤的生长过程中增殖速率的改变能够引起凋亡细胞丢失的变化，但

这些变化并不是瞬间发生的。根据这一观点，展开了有关时间延迟的肿瘤生长数学模型的研究(见文献

[10]-[15]及其引用文献)。在已往的研究中，徐等[13]考虑了在血管生成和增殖时间延迟的抑制物直接作用

下肿瘤生长的自由边界问题，研究其稳态解的存在唯一性和解的渐近性态；张[14]等研究了一个具有两个

离散延迟的肿瘤生长的数学模型，当其中一个时滞作为分岔参数时，给出了时滞对 Hopf 分岔的影响；周[15]
等讨论了一个具有血管生成和两个时间延迟且无抑制物的肿瘤生长模型解的稳定性和 Hopf 分歧，并研究了

血管生成速率、两个时间延迟和 Hopf 分叉之间的关系。而本文主要研究一个在营养物和抑制物同时作用下

具有两个时滞的血管化肿瘤生长模型的自由边界问题，主要讨论模型时变解的存在唯一性，稳态解的稳定

性与 Hopf 分歧，并运用 Matlab 进行数值模拟来验证 Hopf 分歧现象以及时滞对 Hopf 分歧的影响，最后分

析了抑制物和营养物质参数对肿瘤生长的影响。由于模型中含有抑制剂，肿瘤细胞生长不仅会在增殖过程

中存在时滞，还会在细胞改变的过程中存在时滞。而细胞改变的原因一方面是细胞自然凋亡，另一方面是

抑制物作用肿瘤细胞。因此，本文中考虑的两个时滞分别代表细胞进行有丝分裂所需要的时间，以及细胞

改变因抑制物凋亡和自然凋亡而引起的细胞损失到完全被分解所需要的时间。具体模型如下： 
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式中： 2
2

1
r r

r r r
σσ ∂ ∂ ∆ =  ∂ ∂ 

， 2
2

1
r r

r r t
ββ ∂ ∂ ∆ =  ∂ ∂ 

； ( )R t 表示时刻 t 肿瘤的半径； ( ),r tσ σ= 表示肿瘤内

营养物的浓度； ( ),r tβ β= 表示抑制物的浓度； 1 2,c c 为正常数，分别表示肿瘤细胞分裂速率与营养物扩

散速率及抑制物扩散速率的比值；λ 、 γ 、a、b、σ 、 β 、是正常数，λ 为营养物的消耗速率，γ 抑制 
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物的消耗速率，a、b 反映血管密度，肿瘤通过自身血管系统从宿主组织接受营养物和抑制物，σ 、β 为

宿主细胞中营养物和抑制物的浓度。问题(1)中方程 5 右端的两项分别表示由于细胞增殖、自然凋亡与抑

制物作用的细胞凋亡引起的肿瘤体积的变化，µ 、ν 、σ 分别表示肿瘤的生长强度，抑制物对肿瘤的抑

制强度(抑制物引起的凋亡细胞损失率与局部抑制物浓度成正比)，肿瘤细胞生长所需要的营养物浓度的

阈值。时滞 1τ 表示肿瘤细胞繁衍从营养吸收到完成有丝分裂的过程所需要的时间， 2τ 表示由于自然凋亡

及抑制物作用引起的细胞凋亡到完全被分解所需要的时间。 { }1 2max ,τ τ τ∗ = ， { }1 2min ,τ τ τ∗ = ，ϕ 为正

初值函数且适当光滑。本文中为方便讨论，假设细胞自然凋亡率为一个常数 µσ，即细胞的凋亡率和增

殖率具有共同因子 µ。 
由于肿瘤只有一个血管系统，因此假设 a b α= = ，为更进一步简化模型，根据文献[2] [16]，本文

只考虑 1 2 0c c= = 的极限情况[13]。因此，本文研究了一个具有血管生成的肿瘤生长的延迟数学模型如

下： 
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2. 预备引理 

引理 2.1 [11] [17]函数 ( ) 2
coth 1x xp x

x
−

= 的性质如下： 

1) ( )0, 0x p x′> < ； 

2) ( ) ( )
0

1lim , lim 0
3x x

p x p x
→ + →∞
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引理 2.2 函数 ( ) ( )
( )

p x
l x

g x
α
α

=
+

的性质如下： 
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引理 2.3 函数 ( ) ( )3L x x l x=  [15]的性质：对 0α∀ > ，当 0x > 时， ( )L x 严格单调递增。 

证明 令 ( ) ( )3m x x p x= ，则 ( ) ( )
( )

( )
( )

3x p x m x
L x

g x g x
α α
α α

= =
+ +

，其中 ( )m x 、 ( )g x 在 0x > 上均为严格单调

增函数，且 ( )0 0g = 。 
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因此，对 0α∀ > ， ( ) 0L x′ > ， ( )L x 在 0x > 上是严格单调递增的。 
引理 2.4 [14]考虑时滞微分方程 

( ) ( ) ( )( )1 2
d

, ,
d
x t

f x t x t
t

τ τ= − −
 

其中 1τ 、 2τ 是正常数，f 是连续可微的非线性函数。假设初值非负 [ ] ( )0
0: ,0 0,x τ− → ∞ ，其中 { }0 1 2max ,τ τ τ= 。

假设时滞微分方程有正稳态解 sx x= ，即 ( ), 0s sf x x = ；假设时滞微分方程有平凡稳态解，即 ( )0,0 0f = 。

设时滞微分方程在稳态解处的线性化方程为 

( ) ( )1 2
d ,
d
x Ax t Bx t
t

τ τ= − − − −
 

对于正稳态解则有以下结论成立： 

若 0,A B A< > ， 1 2 2
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τ

 
∈ 

− 

π
，则存在 0

2 0τ > ，使得当 )0
2 20,τ τ∈  时，时滞微分方程的正稳态

解是渐近稳定的，当 0
2 2τ τ= 时，时滞微分方程的解将发生 Hopf 分歧； 

若 0, 0A B A< < < ，对所有的 1 2, 0τ τ > ，时滞微分方程的正稳态解均不稳定的，且无 Hopf 分歧发生。 
对于平凡稳态解则有以下结论成立： 

若 0,A B A< > ， 1 2 2
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τ

 
∈ 

− 

π
，则存在 0

2 0τ > ，使得当 )0
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态解是渐近稳定的，当 0
2 2τ τ= 时，时滞微分方程的解将发生 Hopf 分歧； 

若 0, 0A B A< < < ，对所有的 1 2, 0τ τ > ，时滞微分方程的平凡稳态解均不稳定的，且无 Hopf 分歧发

生。 

3. 时变解的存在唯一性 

本节将问题(2)转化为含时滞的常微分方程，进而得到时变解的存在唯一性。令 
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x x g x
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α

−
= = = =

+
                (3) 

通过直接计算可得问题(2)中 1~4 式存在唯一解[18]： 
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λ γασ αβσ β
α λ λ α γ γ

= =
+ +

              (4) 

设 ,x R γλ ϑ
λ

= = ，将解的表达式(4)代入问题(2)中的方程 5，则 
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其中， ( )
1 1x x tτ τ= − ， ( )

2 2x x tτ τ= − ，设 3xω = ，方程(5)化简为 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )3 3
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d 3 3 ,
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t
ω µσ ω τ ω τ νβ ϑ ω τ µσ ω τ = − − − − + −

 
              (6) 

相应地，初始条件为： ( ) ( )3 3 , 0t t tω λ ϕ τ ∗= − ≤ ≤ ，与方程(6)组成问题(6)。 

利用分步法[19]，问题(6)在 ,t nτ τ∗
∗ ∈ − 存在唯一解，且在时间 ( ), 1t n nτ τ∗ ∗∈ +  的解为 
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1 1 2 23 3 d ,

t

n
t n l s s l s s s

τ
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 ∫   

其中， n∈， ( ), 1S n nτ τ∗ ∗∈ +  。 

定理 1 对任意非负初值函数 ( )tϕ ，问题(6)存在唯一的解 ( ) ), ,t tω τ ∗∈ − ∞ 。 

4. 稳态解的稳定性与 Hopf 分歧 

本节分析问题(6)的正稳态解和平凡稳态解的稳定性。 

当 ( ) ( )3 33 3 0s s sl lµσ ω νβ ϑ ω µσ ω − − =  成立时，问题(6)有平凡稳态解和唯一的正稳态解 sω 。 

在文献[13]中，徐等运用中值定理对式子 ( ) ( )
3

l x l xνβ σϑ
µσ σ

− =


进行推导，得出当1 0νβ σ
µσ σ

− − >


，即

µσ νβ µσ> +  时，式子至少存在一个正稳态解。 

由引理 1.2 函数 ( )l x 的性质，若 µσ νβ µσ> +  ，则问题(6)有平凡稳态解和唯一的正稳态解 sω 满足 

( ) ( )3 3 ,
3s sl lνβ σω ϑ ω

µσ σ
− =



                                 (7) 

对于任意 0x > ，令 ( ) ( ) ( )3 33 3g x l x l xµσ νβ ϑ µσ= − −  ， 
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根据文献[16]，由引理 1.1 和引理 1.2，可得：对于函数
( )
( )

l y
l y
ϑ′
′

，当 0 1θ< < 时，严格单调递增，当 1θ >

时，严格单调递减，且 
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y y

l y l y
l y l y
ϑ ϑ

ϑ
ϑ→ + →∞

′ ′
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′ ′

 

下面利用引理 1.3 讨论问题(6)正稳态解的稳定性和 Hopf 分歧。 

定理 2 若 µσ νβ µσ> +  ，且 2
µσβ
ϑ ν

< ， 1 2 2
2 1

0,
2 A A

τ
 
∈
 −

π 


，其中 

( ) ( )3 3 3
1 3S S SA l lµσ ω ω ω ′= − + ， ( ) ( )3 3 3

2 3S S SA l lνβ ϑ ω ϑ ω ϑ ω µσ ′= + + 
 ,         (8) 

则存在 2 0τ ′ > ，使得当 [ )2 20,τ τ ′∈ 时，问题(6)的正稳态解是渐近稳定的，当 2 2τ τ ′= 时，问题(6)的解将
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发生 Hopf 分歧；若 µσ νβ µσ> +  ，且 2
µσβ
ϑ ν

≥ 时，问题(6)无正稳态解。 

证明 方程(6)在正稳态解 Sω 处线性化，并令 ( ) ( ) St tρ ω ω= − ，得到如下时滞微分方程 

( ) ( )1 1 2 2
d ,
d

A t A t
t
ρ ρ τ ρ τ= − − − −

 

其中 1A 、 2A 由(8)定义。 
考虑辅助函数 ( ) ( )3L x x l x= ，根据引理 1.1 (3)和引理 1.3 可得，对 0x > 有 ( ) 0L x′ > ， 

( ) ( )( ) ( ) ( )2 3 0 3 0x l x xl x l x xl x′ ′+ > ⇔ + > ， 1 0A < 恒成立。 

( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3 3 3
2 1 3 3S S S S S SA A l l l lνβ ϑ ω ϑ ω ϑ ω µσ µσ ω ω ω   ′ ′− = + + − +   

， 

又 ( ) ( )3 33 3 0l x l x xµσ νβ ϑ µσ − − =  ，则 

( ) ( )3 3 3 3
2 1 S S S SA A l lνβϑ ω ϑ ω µσ ω ω′ ′− = −

。 

由引理 1.2，当 0x > ， ( )l x 严格单调递减，即 ( ) 0l x′ < ，得 
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通过简单的计算可知，问题(6)存在正稳态解，且 ( ) 0Sg ω′ < 的前提条件为： 

2 20 1, ; 1, ;µσ νβ µσ µσ νβ µσϑ σ β ϑ σ β
µ ϑ ν µ ϑ ν
− −

< < < < > < < ， ，
 

综上，Hopf 分歧发生的条件为 µσ νβ µσ> +  ， 2
µσβ
ϑ ν

< 。 

应用引理 1.4，定理 2 得证。 

定理 3 若νβ µσ µσ> − ， 1 2 2
2 1

0,
2 B B

τ
 
∈
 −

π 


，其中 1B µσ= − ， 2B νβ µσ= +  ，则存在 2 0τ ′′ > ，使得

当 [ )2 20,τ τ ′′∈ 时，问题(6)的平凡稳态解是渐近稳定的，当 2 2τ τ ′′= 时，问题(6)的解将发生 Hopf 分歧；若

νβ µσ µσ< − ，则对所有 1 2, 0τ τ > ，问题(6)的平凡稳态解均不稳定的，且无 Hopf 分歧。 

证明 方程(6)在平凡稳态解处线性化，得到以下时滞微分方程 

( ) ( )1 1 2 2
d ,
d

B t B t
t
ω ω τ ω τ= − − − −

 

其中 1B 、 2B 定义如定理 3 中所示。 

1 0B µσ= − < 恒成立，由 2 1B B> 得到：
( )µ σ σ

νβ µσ µσ β
ν
−

+ > ⇔ >


 。根据引理 1.4，定理 3 得证。 

5. 数值模拟 

本节中，将利用 Matlab 对问题(6)进行数值模拟。通过数值模拟，观察问题(6)在不同参数取值下的动

态行为，以验证定理 2 的 Hopf 分歧现象，以及时滞对 Hopf 分歧的影响。首先，取 
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1 2 2
2 1

0.0125 ,
2 A A

τ π
=

−
 

其中 1 2,A A 由(8)给定。为满足定理 2 的条件，其他参数取值如下： 

1, 1.1, 2.4, 3.4, 1, 0.9, 1.1, 0.5.λ µ σ σ γ β ν α= = = = = = = =                    (9) 

对于不同的时滞 2τ ，利用 Matlab 计算问题(6)的解。 
 

 

Figure 1. When 2 0.07τ = , the solution to the problem (6) 
图 1. 当 2 0.07τ = 时，问题(6)的解 

 
当 2 0.07τ = 时，问题(6)的解如图。由图 1，对于小的时滞 2τ ，解单调递减并趋于正稳态解 

( ) 43.994 10tω −= × 。 
 

 

Figure 2. When 1 0.0173τ = , the solution to the problem (6) with different 2τ  
图 2. 当 1 0.0173τ = ， 2τ 取不同值时，问题(6)的解 
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由图 2 可知，随着 2τ 的逐渐增加，问题(6)一开始会出现阻尼振荡但最终将会趋于稳定；当 2τ 接近阈

值 2 0.3685τ ′ ≈ 时，能够观察到有持续的周期性阻尼振荡，即问题(6)发生 Hopf 分歧现象；而当 2 0.5000τ =

时，问题(6)出现不规则振荡，亦即解不稳定。因此，通过数值模拟验证了定理 2 的结论。 
下面分析两个时滞与 Hopf 分歧之间的关系。保持其他参数取值不变如(9)，结合定理 2，利用 Matlab

进行数值计算，得到 ( )1 0,1.3842τ ∈ ，取不同的时滞 1τ ，查看其对问题(6) Hopf 分歧的影响。 
 

 

Figure 3. When 1 0.0346τ = , the solution to the problem (6) with different 2τ  
图 3. 当 1 0.0346τ = ， 2τ 取不同值时，问题(6)的解 

 

 

Figure 4. When 1 0.0692τ = , the solution to the problem (6) with different 2τ  
图 4. 当 1 0.0692τ = ， 2τ 取不同值时，问题(6)的解 
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Figure 5. When 1 0.2921τ = , the solution to the problem (6) with different 2τ  
图 5. 当 1 0.2921τ = ， 2τ 取不同值时，问题(6)的解 

 

根据图 2~5，在其他参数取值保持不变的情况下，取不同的 1τ ，通过观察图中正稳态解 ( )tω 的趋势，

可以得出，随着 2τ 的逐渐增加，问题(6)的动态行为是大体相同的，都是从稳定逐渐过渡到不稳定；根据

图像中所呈现出的问题(6)动态行为，当 1 0.0346τ = 、 1 0.0692τ = 时，阈值 ( )2 0.3685,0.5000τ ′ ∈ ，且时滞

1 0.0346τ = 对应的时滞 2τ ′小于时滞 1 0.0692τ = 所对应的时滞 2τ ′；当 1 0.2921τ = 时，阈值 2 0.5000τ ′ > 。因

此，当其他参数取值固定时， 2τ ′随着 1τ 的增加而增加。从生物学角度出发，当血管生成速率等参数恒定

时，增大肿瘤细胞繁衍从营养吸收到完成有丝分裂的过程所需要的时间 1τ 可以提高问题(6)稳态解的稳定

性。 

6. 抑制物和营养物浓度参数对肿瘤生长的影响 

本节中，将抑制物和营养物的相关参数看作自变量，式子便写为： 

( )1 2

d , , , , ,
d
x x x x
t τ τ σ β ϑ= Φ ， 

( ) ( )
( )

( )
( )

3 3 3

3 3 3, , , , ,
3

p y p zy z zx y z x
g y g zx x x

α α ϑνβ σσ β ϑ µσ
α µσ α ϑ σ
 

Φ = ⋅ − ⋅ − ⋅ 
+ +  



。 

根据引理 1.1 (3)和引理 1.3，直接计算，得 

( )
( )

3

2 0
p y y
g y x

α
µ

σ α
∂Φ

= ⋅ >
∂ +

；                               (10) 

( )
( )

3

3 0
p z z
g z x

α ϑ
ν

β α ϑ
∂Φ

= − ⋅ <
∂ +

；                              (11) 

( ) ( )
( )

2 4

2 2 0
p z p z z

xg z

α α ϑ ϑ
νβ

ϑ α ϑ

 ′ −∂Φ  = − ⋅ >
∂ +  

。                        (12) 
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固定其他参数 , , , , ,α σ β µ ν ϑ ，当 1 2σ σ> 时，对任意 0t > ，有 ( ) ( )1 2x t x t≥ 。从生物学上讲，如果其

他条件保持不变，增加外部营养物质的浓度肿瘤的半径就会增大。同理，对于公式(11)和(12)有如下生物

学意义：在其他条件保持不变的情况下，肿瘤的半径将随着外部抑制物浓度的增加而减小，将随着 ϑ 的

增大而增大。 

7. 结论 

本文研究了一个在营养物和抑制物同时作用下具有两个时滞的血管化肿瘤生长模型的自由边界问

题。通过使用分步法、比较法，对模型进行了严格的分析，讨论了时变解的存在唯一性、稳态解的稳定

性、Hopf 分歧发生的条件，并用数值计算来验证了 Hopf 分歧现象以及时滞对 Hopf 分歧的影响，最后分

析了抑制物和营养物质参数对肿瘤生长的影响。结果表明，肿瘤在营养充足且抑制物少的条件下随着时

间不断增大，在营养不足且抑制物多的条件下随着时间最终消失；当血管生成速率等参数恒定时，增大

肿瘤细胞繁衍从营养吸收到完成有丝分裂的过程所需要的时间可以提高系统解的稳定性。 
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