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Abstract 
This paper analyzed the profile likelihood method, mainly studied the estimation of regression 
coefficients under the condition of unknown distribution of residuals of spatial regression model 
and made some simulation experiments comparing with two-stage least squares method. The simu-
lation obtained the conclusions that the parameter estimated by profile likelihood method dem-
onstrated more robust. 
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摘  要 

文章分析了剖面似然方法，在残差项分布未知的条件下研究了空间回归模型的回归系数的估计问题，并
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在模拟实验中与二阶段最小二乘方法做比较，得出剖面似然方法所得到的参数估计更加稳健的结论。 
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剖面似然方法，残差项分布未知，空间回归模型 

 
 

1. 引言 

空间计量经济学的概念最早由 Paelinck [1]提出，此后经过众多学者研究和发展，空间计量经济

学的理论框架体系逐步形成。空间计量模型主要用于处理具有空间自相关性和空间异质性的局部化

空间效应的数据集。Cleveland 和 Devlin [2]，McMillen 和 McDonald [3]指出有参数和非参数两种思路

来设定空间计量模型的空间相关性结构，在近年来的实证研究中，很少采用非参数方法。Anselin [4]
在其著作中展示了空间权重矩阵外生设定方法的相关方面，并着重分析了空间误差模型(Spatial Error 
Model)和空间滞后模型(Spatial Lag Model)。在实证研究中，所建立的模型要比这两个模型更加复杂[5]。 

经典的空间计量模型假定残差项服从正态分布，且相互独立。在实证研究中，这样的假设是很

难满足的。因此，在残差项分布未知情况下建立严谨可信的模型来研究相关问题是非常必要的。本

文在残差分布未知的条件下来建立空间回归模型，应用剖面似然方法的思想对模型进行估计，通过

计算机模拟实验来实现估计过程。 

2. 空间回归模型参数估计的剖面似然方法 
空间回归模型是空间计量经济学研究的主体内容，其一般形式为： 

y Wy Xρ β ε= + +                                     (1) 

其中因变量 y 是(N × 1)向量，分量为地区的观测值，外生变量 X 是(N × p)矩阵，参数 β 为(p × 1)向量，ε

是独立同分布随机变量，且服从均值为 0 方差为 2σ 的正态分布，W 为(N × N)空间权重矩阵。模型(1)的
似然函数为： 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2; , , 2π exp

2

n Ay X Ay X
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β β
ρ β σ σ

σ
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 ′− − = − 
  

 

其中 A I Wρ= − ， I 为单位矩阵。可得对数似然函数为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2ln ; , , ln 2π ln ln

2 2
Ay X Ay Xny n A

β β
ρ β σ σ

σ

′− −
= − − + −                (2) 

对(2)式进行极大化就能得到模型(1)参数的极大似然估计，由于参数 ρ 并不能直接计算得到，应用剖

面极大似然方法可以简化参数的估计过程。 
首先，我们不切实际的假设参数 ρ 已知，得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2ln , , | ln 2π ln ln

2 2
Ay X Ay Xny n A

β β
β σ ρ σ

σ

′− −
= − − + −                (3) 

对(3)式直接进行极大化，即可得到参数 β 和 2σ 的估计： 

( ) 1ˆ X X X Ayβ −′ ′=                                     (4) 
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β β
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将(4)式和(5)式代入(2)式得： 

( ) ( ) ( )2 2ˆln , | , ln 2π ln ln
2 2 2
n n ny Aρ β σ σ= − − − +                        (6) 

最大化(6)式，得到 ρ 的估计，然后将 ρ 的估计带入到(4)和(5)式中，便得到 β 和σ 的估计。 

3. 残差项分布未知的空间回归模型的估计 

如果残差项的真实分布已知，则极大似然方法能够得到参数的有效估计。在实证研究中，残差项的真

实分布往往未知。此时，建立半参数模型可以解决残差项分布未知的问题。半参数模型一般用剖面似然方

法来估计。Severini 和 Wong [6]的研究表明：剖面似然能得到半参数的有效估计，其基本思想是基于核回

归(kernel regression)方法，用非参数核密度估计代替未知的非参数函数。本文应用 Linton，Sperlich 和 Van 
Keilegom [7]给出的用于估计半参数变换模型的剖面似然方法来估计残差项分布未知的空间回归模型。 

对于给定 { }, ,δ δ ρ β∈Θ = ，令 i i i ij jjy W y xε ρ β= − −∑ ，( ),i iy x 是来自于模型(1)的独立样本， ix 与 iε

相互独立， ( )Var ix 有限， interiorδ ∈ Θ，Θ是 pR 中的紧集，且 ( ) ( )* *0,dn Nδ δ− → Σ ，则： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * * *
1 1

log d log df f f f
ε δ ε δ ε δ ε δ

µ µ µ µ µ µ   <   
   ∫ ∫                   (7) 

对于任意 *δ δ≠ 。可以得到： 

( ) ( ) ( ) ( )* *
* arg max log df fδ ε ε δδ

δ µ µ µ∈Θ
 =  
 ∫                          (8) 

其中 *δ 存在且唯一。 
令 i i i ij jjy W y xε ρ β= − −∑ ，即可得到 ( )ε δ 的密度函数估计 ( ) ( )f̂ε δ µ 。 ( ) ( )f̂ε δ µ 的表达式为： 

( ) ( ) ( )
1

1ˆ n i
i

f K
nh hε δ

ε δ µ
µ

=

− 
=  

 
∑ 。 

其中，h 是一个合适的窗宽参数，K 是一个核函数。由此，可通过下面给出的式子来估计参数δ ： 

( ) ( ) ( ) ( )( )ˆ ˆˆ arg max log df fδ ε δ ε δδ µ µ µ= ∫                            (9) 

上述方法能得到残差项分布未知条件下空间回归模型的有效估计，即估计的渐进方差达到估计的有

效下界。 

4. 随机模拟的结果和分析 

在随机模拟实验中，目的是为了探究上述估计方法在有限样本下的表现.在模拟试验中分别产生 50
组数据，每组数据由模型(1)生成的 200 次观测值组成。W 是(200 × 200)的 rook 邻接的空间权重矩阵，参

数 ρ 的真实值为 0.8，参数 β 的真实值为(0.5,0.7,0.9)。考虑残差项在不同分布下，在模拟实验中计算参数

估计的平均值和标准差。 
首先，应重视对核密度估计过程窗宽参数的选择问题。下图是窗宽参数从 0.5 增大至 1.5 参数估计的

标准差的变化过程。 
从图 1 可以看出，窗宽参数增大至 0.8 后，参数估计的标准差几乎不再变化，因此在接下来的模拟

实验中，窗宽参数定为 1.2。 
在模拟试验中，分别考虑标准正态分布，混合正态分布，自由度为 3 的卡方分布以及标准柯西分布，

比较二阶段最小二乘方法与文中采用的剖面似然方法所得到的参数估计的差别。从表 1 可以看出，当残 
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Figure 1. Change of standard deviation of parameter’s estimation with bandwidth increasing 
图 1. 随窗口增大参数估计的方差的变化 

 
Table 1. Mean and standard deviation of parameter’s estimation  
表 1. 参数估计的平均值和标准差 

 ρ  
1β  2β  3β  

 Mean SD Mean SD Mean SD Mean SD 

N(0,1)         

2LS 0.8013 0.0137 0.4972 0.0664 0.6897 0.0608 0.8958 0.0596 

MPL 0.8843 0.0315 0.4789 0.0629 0.6692 0.0619 0.8546 0.0604 

0.5N(0,0.5) + 0.5N(0,2)         

2LS 0.8035 0.0153 0.4866 0.0953 0.6822 0.0772 0.8933 0.0780 

MPL 0.8948 0.0324 0.4716 0.0654 0.6676 0.0600 0.8455 0.0573 

Chi-square with df = 3         

2LS 0.8802 0.0150 0.4900 0.1420 0.7084 0.1412 0.8576 0.1309 

MPL 0.8965 0.0421 0.4938 0.0821 0.6808 0.0890 0.8364 0.0955 

Standard Cauchy         

2LS 0.8380 0.1724 1.3667 5.3746 0.4504 6.9500 0.0935 7.1815 

MPL 0.8085 0.0132 0.4892 0.1053 0.7187 0.0956 0.8740 0.1200 

 

差项服从的分布与正态分布差别越大，二阶段最小二乘方法所得到的参数估计越偏离真实值，并且估计

的标准差也越大；文中所采用的剖面似然方法所得到的参数估计总体来看，变化并不明显，可信度更高。 

5. 结论 

本文在残差项分布未知的条件下应用剖面似然方法研究空间回归模型的估计问题。剖面似然方法的

基本思想是基于核回归方法用非参数核密度估计代替未知非参数函数来估计回归系数。在随机模拟实验
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中，比较了二阶段最小二乘方法与本文采用的剖面似然方法，结果表明，在残差项分布未知情况下，剖

面似然方法得到的估计更加稳健。 
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