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Abstract 
This paper considers both the existence and the analytical solution expression of optimal reten-
tion for stop-loss reinsurance model based on VaR and CTE, respectively. It is supposed that the 
aggregate loss X has an exponential distribution, and then the existence of the solution for reten-
tion under several premium principles with different premium additional factors is compared by 
the numerical simulation. The following result is obtained: CTE is superior to VaR for the existence 
of retention under three kinds of variance related premium principles. 
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摘  要 

本文对停止–损失再保险模型，给出风险度量VaR和CTE值下最优自留额的存在性及解析解表达式。假

设损失总量X服从指数分布，并给定几种不同的保费附加因子，通过数值模拟，比较三种方差相关保费

原理下自留额解的存在性。比较得出：在三种方差相关保费原理下，CTE下自留额的存在性均优于VaR。 
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1. 引言 

1.1. 研究背景和研究意义 

近年来，一种新的风险管理[1]方法 VaR (在险价值)得到了世界各主要银行、投资公司、企业及金融

监管机构的支持和认可。第一次提及“在险价值”这一专业术语的是 20 世纪 80 年代的 J.P.摩根银行的

Till Goldimann，他认为价值风险比收益风险重要的多。VaR 最终在 1993 年提出，自提出以来得到了迅

速的发展，目前，已经成为金融机构度量金融风险的标准方法，如巴塞尔协议(Basel accord)和欧盟资本

充足率指导(EU capital adequacy directive)都已经使用 VaR 作为监督标准。金融风险的出现有很多方面的

原因，诸如利率、汇率、股票或商品价格的上调、下跌都会引起金融风险的出现。VaR 的最大优点在于：

无论金融风险的根源在哪个市场，VaR 模型都可以用一个数值表示未来市场的损失。 
VaR 风险度量评估了“最坏情况”的损失，但它并没有考虑当最大损失发生时损失的大小。 
针对 VaR 的缺点，Urysasev 与 Rockafellar 于 1999 提出一种 VaR 的修正方案：条件风险值 C-VaR(又

被称为 CTE，条件尾部均值)。VaR 是指金融资产或证券组合在一定置信水平下和持有期限内预期的最大

可能损失值，而 CTE 是指损失额超过 VaR 部分的期望值，它具有 VaR 的优点，同时在理论上又具有良

好的性质，是一致风险度量。Cai J. (2007, 2008) [2] [3]用期望保费原理计算停止–损失再保险的最优自留

额并进行了推广。 
本文是在 Cai J. (2007) [2]的基础上，假设损失总量 X 服从指数分布，将保费原理由原来的期望保费

原理修改为三种与方差相关保费原理，即：方差原理、标准差原理和混合方差原理，分别得出三种保费

原理下最优自留额解的表达式，并对三种方差保费原理下最优自留额的存在性进行研究。 

1.2. 基本概念 

再保险是保险人将部分风险转移给再保险人，然后支付一定的再保险费用，起到转移风险的作用。

再保险可以减少保险人承担的风险并对风险进行更加有效的管理。常见的再保险有：停止–损失再保险、

超额–损失再保险和比例再保险。并且对于不同的保费原理，停止–损失再保险的分出风险也是不同的。

这篇文章在三种方差相关保费原理下，分别运用 VaR 和 CTE 研究停止–损失再保险最优自留额的存在

性问题。 
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令 X 为一个保险合约或保险人的损失。我们假定 X 的累积分布函数为 ( ) { }PrXF x X x= ≤ ，生存函数

为 ( ) { }PrXS x X x= > ，且均值 ( ) 0E X > 。进一步，分别令 IX 、 RX 表示保险公司的自留风险和保险公司

分给再保险公司的风险，其中 RX 也称为分出风险或再保险公司的自留风险，则停止–损失再保险模式为： 

( )

,
,

0,
,

I

R

X x d
X x d

d x d

x d
X x d

X d x d +

 ≤
= = ∧ > 


≤ = = − − >

 

参数 0d > 为停止–损失再保险的自留额， { }min ,a b a b∧ = ，且 ( ) { }max ,0a a
+
= 。 

在交换承担的风险中，保险人要支付再保险公司转出风险的保费。假设 ( )dδ 表示保费原理且 ( )dδ 关

于 d 是递减函数。本文用三种不同保费原理分别对停止–损失再保险的最优自留额进行讨论，分别为方

差保费原理、标准差保费原理和混合方差标准差保费原理。 
T 表示停止–损失再保险的保险人的总损失。则 T 包含自留损失和再保险保费两个部分，即 

( )IT X dδ= +                                    (1.1) 

可以根据最小化保险人的破产概率，或者最大化保险人的效用。本文采用在险风险度量 VaR 作为计

算停止–损失再保险最优自留额 d 的标准。 
在置信水平 ( )1 0 1α α− < < 下，随机变量 X 的VaR值，定义为 

( ) ( ){ } ( ){ }: :inf Pr inf Pr 1VaR x x X x x X xα α α= > ≤ = ≤ ≥ − ，其中参数α 也可称为风险容忍度。 
如果 X 有一个定义在 [ )0,∞ 上的一一对应的连续分布，则 ( )XVaR α 是下面两个等式的唯一解： 

( ){ }Pr ,XX VaR α α> =                                 (1.2) 

( ){ }Pr 1 ,XX VaR α α≤ = −                                (1.3) 

或者定义为 ( ) ( ) ( )1 1 1X X XVaR S Fα α α− −= = − ，其中 1
XS − 和 1

XF − 分别是函数 XS 和 XF 的逆函数。 

现介绍另外一个风险度量：条件尾部期望(CTE)，Artzner et al. (1999)和 Wirch 和 Hardy (1999)把随机

变量 X 的 CTE 定义为： 

( ) ( )|X XCTE E X X VaRα α= >                                (1.5) 

( ) ( )|X XCTE E X X VaRα α= ≥                                (1.6) 

由于 X 是一个连续随机变量，很容易可以得出： ( ) ( )X XCTE VaRα α≥ 。CTE 是当损失 X 超过它的

VaR 值的期望，且 CTE 是一致风险度量。 
定义保险人的留下损失和保险人的总花费分别是 IX 和 T。对于 VaR，我们有 

( ) ( ){ }I : I, inf PrXVaR d x X xα α= > ≤ 和 ( ) ( ){ }:, inf PrTVaR d x T xα α= > ≤ 。 
对于 CTE，有： 

( ) ( ), | ,
I IX I I XCTE d E X X VaR dα α = ≥                             (1.7) 

( ) ( ), | ,T TCTE d E T T VaR dα α= ≥                                (1.8) 

对于保险人观点，确保关于T 的风险度量尽可能的小。这促使我们考虑和去寻找最优风险度量标准

来求得最优的自留额。 
第一种方法是通过最小化 VaR 值决定最优自留额 *d ：在给定的风险忍受程度α 下，使得总损失的

VaR 值达到最小的 *d 就是最优自留额[4]-[6]，将这种方法定义为 VaR-最优标准，即 
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VaR-最优标准： 

( ) ( ){ }*

0
, min ,T Td

VaR d VaR dα α
>

=                             (1.9) 

第二种方法，是通过最小化 CTE 值决定最优自留额 *
0d ：在给定的风险忍受程度α 下，使得总损失

的 CTE 值达到最小的 *
0d 就是最优自留额，将这种方法定义为 CTE-最优标准，即 

CTE-最优标准： 

( ) ( ){ }*
0 0
, min ,T Td

CTE d CTE dα α
>

=                            (1.10) 

2. VaR-最优标准下基于三种方差相关保费原理下的最优自留额 

在三种不同的方差相关保费原理下，分析 VaR-最优标准(1.9)下的停止–损失再保险的最优自留额[2] 
[3] [7] [8]。 

首先，对于停止–损失再保险，关于 IX 的生存函数为： 

( ) ( ) ,0 ,
0, .I

X
X

S x x d
S x

x d
 ≤ ≤= 

≥
                              (2.1) 

那么，如果 ( )0 XS dα< ≤ 或者 ( )10 Xd S α−< ≤ ，那么 ( ),
IXVaR d dα = ；如果 ( )XS dα > 或者 ( )1

Xd S α−> ，

则 ( ) ( )1,
IX XVaR d S dα −= 。因此， IX 的VaR 值表示为： 

( )
( )

( ) ( )

1

1 1

,0 ,
,

, .I

X
X

X X

d d S
VaR d

S d S

α
α

α α

−

− −

 ≤ ≤= 
>

                          (2.2) 

给定 0d > ，因为 IX  ( 0 IX d≤ ≤ )是有界随机变量，且 

( ) ( ) ( ), , .
IT XVaR d VaR d dα α δ= +                            (2.3) 

所以，由(1.1)和(2.2)，得： 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1 1

,0 ,
,

, .
X

T
X X

d d d S
VaR d

S d d S

δ α
α

α δ α

−

− −

 + < ≤= 
+ >

                       (2.4) 

其中 ( )dδ 是关于 d 的减函数。 
与 ( )

I
,XVaR d α 相似， ( ),TVaR d α 是一个关于 d 的增函数。 

为了运算方便，定义： ( ) ( )dXd
S x x dφ

∞
=∫ ， ( ) ( )dXd

xS x x dφ
∞

=∫ 。 

下面分别给出三种方差相关保费原理下基于 VaR-最优标准下的最优自留额： 
定理 2.1 
当再保险保费满足方差原理时， 

(a) 最优自留额 * 0d > 存在当且仅当 ( )1

1

1 0
2X XS Sα φ
θ

−  
< <     

和 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 * * * * * 2 *
1 2 2XS d d d d d dα φ θ ϕ φ φ−  ≥ + + − −  成立。 

(b) 当最优自留额 *d 存在，则
* 1

1

1
2

d φ
θ

−  
=  

 
和关于T 的最小VaR值为 ( ) ( )* * *,TVaR d d dα δ= + 。 

证明：(a) 当再保险保费满足方差保费原理，则： 
( ) ( ) ( )1R Rd E X D Xδ θ= + ，其中 1 0θ > 是安全负载系数。 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

1 1

2
1

d 2 d d

2 2

R R X X Xd d d
d E X D X S x x x d S x x S x x

d d d d d

δ θ θ

φ θ ϕ φ φ

∞ ∞ ∞  = + = + − −    
 = + − − 

∫ ∫ ∫
 

现在要求 TVaR  (2.4)的最小值，当 ( )10 Xd S α−< ≤ ， TVaR 对 d 求导，得: 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1

,
1 1 2 d 1 1 2T

X X Xd

VaR d
S d S x x S d d

d
α

θ θ φ
∞∂

= − − = − −
∂ ∫  

令 

( ),
0TVaR d

d
α∂

=
∂

即： ( )11 2 0dθ φ− = 可得：
* 1

1

1
2

d φ
θ

−  
=  

 
。 

当 ( )*0,d d∈ 时，
( ),

0TVaR d
d

α∂
<

∂
，而当 ( )( )* 1, Xd d S α−∈ 时，

( ),
0TVaR d

d
α∂

>
∂

，则函数在 *d 处获得

最小值。当 ( )1
Xd S α−> 时，属于本文不考虑的情况，因此， d 还需要满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 * * * * * * * 2 *
1 2 2 .XS d d d d d d d dα δ φ θ ϕ φ φ−  ≥ + = + + − −   

如果上述不等式成立，那么最优自留额存在，为 *d 。 

另外，因为 ( )* 10 Xd S α−< ≤ ，所以 ( ) ( )* 0X XS d Sα < < ，即： ( )1

1

1 0
2X XS Sα φ
θ

−  
< <     

。 

(b) 当最优自留额 * 0d > 存在，由(a)可得，故关于T 的最小VaR 值为 ( ) ( )* * *,TVaR d d dα δ= + 。 

定理 2.2 
当再保险保费满足标准差原理时， 
(a) 最优自留额 ** 0d > 存在当且仅当 ( ) ( )** 0X XS d Sα < < 和 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 21 ** ** ** ** ** 2 **
2 2 2XS d d d d d dα φ θ ϕ φ φ−  ≥ + + − −  成立。 

(b) 当最优自留额 **d 存在，则
( ) ( )

( )
** 2

22

2 2
| 1

d d d
d d

d
ϕ φ

θ
φ

 − = = + 
  

和关于T 的最小VaR 值为 

( ) ( )** ** **,TaR d d dα δ= + 。 

证明：(a) 当再保险保费满足标准差保费原理，则： 

( ) ( ) ( )2R Rd E X D Xδ θ= + ，其中 2 0θ > 是安全负载系数。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

1 22

2 2

1 22
2

d 2 d d

2 ( ) 2

R R X X Xd d d
d E X D X S x x x d S x x S x x

d d d d d

δ θ θ

φ θ ϕ φ φ

∞ ∞ ∞ = + = + − −  

 = + − − 

∫ ∫ ∫
 

现在要求 TVaR  (2.4)的最小值，当 ( )10 Xd S α−< ≤ ， TVaR 对 d 求导，得： 

( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )

2

1 22

d,
1 1

2 d d

XT d
X

X Xd d

S x xVaR d
S d

d
x d S x x S x x

θα
∞

∞ ∞

 
 

∂  = − − ∂    − −      

∫

∫ ∫
 

令 
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( ),
0TVaR d

d
α∂

=
∂

即：
( )

( ) ( ) ( )
2

1 22
1 0

2 2

d

d d d d

θ φ

ϕ φ φ
− =
 − − 

 

解得：
( ) ( )

( )
** 2

22

2 2
| 1

d d d
d d

d
ϕ φ

θ
φ

 − = = + 
  

 

当 ( )**0,d d∈ 时，
( ),

0TVaR d
d

α∂
<

∂
，而当 ( )( )** 1, Xd d S α−∈ 时，

( ),
0TVaR d

d
α∂

>
∂

，则函数在 **d 处获

得最小值。当 ( )1
Xd S α−> 时，属于本文不考虑的情况，因此， d 还需要满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 21 ** ** ** ** ** ** ** 2 **
2 2XS d d d d d d d dα δ φ θ ϕ φ φ− ≥ + = + + − −  

如果上述不等式成立，那么最优自留额存在，为 **d 。 
另外，因为 ( )** 10 Xd S α−< ≤ ,故可得 ( ) ( )** 0X XS d Sα < < 。 

(b) 当最优自留额 ** 0d > 存在，由(c)可得，故关于T 的最小VaR 值为 ( ) ( )** ** **,TVaR d d dα δ= + 。 

定理 2.3 
当再保险保费满足混合方差和标准差原理时， 
(a) 最优自留额 *** 0d > 存在当且仅当 ( ) ( )*** 0X XS d Sα < < 和 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 21 *** *** *** *** *** 2 *** *** *** *** 2 ***
3 42 2XS d d d d d d d d d dα φ θ ϕ φ φ θ ϕ φ φ−    ≥ + + − − + − −    成立。 

(b) 当最优自留额 ***d 存在，则
( ) ( )

( )
( )( ) 2*** 2

4 32

2 2
| 1 2 1

d d d
d d d

d
ϕ φ

θ θ φ
φ

− − = = − + 
  

和关于 T 的最小

VaR 值为 ( ) ( )*** *** ***,TVaR d d dα δ= + 。 

证明：(a) 当再保险保费满足混合方差标准差保费原理，则： 

( ) ( ) ( ) ( )3 4R R Rd E X D X D Xδ θ θ= + + ，其中 3 4, 0θ θ > 是安全负载系数。 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 4

1 22 2

3 4

1 22 2
3 4

d 2 d d 2 d d

2 2 2 2

R R R

X X X X Xd d d d d

d E X D X D X

S x x x d S x x S x x x d S x x S x x

d d d d d d d d d

δ θ θ

θ θ

φ θ ϕ φ φ θ ϕ φ φ

∞ ∞ ∞ ∞ ∞

= + +

   = + − − + − −      

   = + − − + − −   

∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

现在要求 TVaR  (2.4)的最小值，当 ( )10 Xd S α−< ≤ ， TVaR 对 d 求导，得： 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

4
3 1 22

,
1 1 2

2 2
T

X

VaR d d
S d d

d d d d d

α θ φ
θ φ

ϕ φ φ

 ∂  = − − − ∂   − −  

 

令 

( ),
0TVaR d

d
α∂

=
∂

即： ( ) ( )
( ) ( ) ( )

4
3 1 22

1 2 0
2 2

d
d

d d d d

θ φ
θ φ

ϕ φ φ
− − =

 − − 
 

解得：
( ) ( ) ( )( ) 2*** 2

4 32

2 2
| 1 2 1

( )
d d d

d d d
d

ϕ φ
θ θ φ

φ
−−  = = − + 

  
。 

当 ( )***0,d d∈ 时，
( ),

0TVaR d
d

α∂
<

∂
，而当 ( )( )*** 1, Xd d S α−∈ 时，

( ),
0TVaR d

d
α∂

>
∂

，则函数在 ***d 处
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获得最小值。当 ( )1
Xd S α−> 时，属于本文不考虑的情况，因此， d 还需要满足 ( ) ( )1 *** ***

XS d dα δ− ≥ +  

即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 21 *** *** *** *** *** 2 *** *** *** *** 2 ***
3 42 2XS d d d d d d d d d dα φ θ ϕ φ φ θ ϕ φ φ−    ≥ + + − − + − −     

如果上述不等式成立，那么最优自留额存在，为 ***d 。 
另外，因为 ( )*** 10 Xd S α−< ≤ ，故可得 ( ) ( )*** 0X XS d Sα < < 。 

(b) 当最优自留额 *** 0d > 存在，由(e)可得，故关于T 的最小VaR 值为 ( ) ( )*** *** ***,TVaR d d dα δ= + 。 

3. CTE-最优标准下基于三种方差相关保费原理的最优自留额 

现在考虑 CTE-最优标准(1.10)下的最优自留额[2] [3] [9]-[11]。由(1.1)，(1.8)和(2.3)可得关于损失总量

T 的 CTE 值可以表示为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), | , ,
IT I I T XCTE d E X d X d VaR d CTE d dα δ δ α α δ= + + ≥ = +              (3.1) 

进一步，由(1.7)得： 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )( )

( ){ }
,

, , , | ,

d
,

Pr ,

I I I I

IX I
I

I

X X I X I X

XVaR d
X

I X

CTE d E VaR d X VaR d X VaR d

S x x
VaR d

X VaR d
α

α α α α

α
α

∞

 = + − ≥ 

= +
≥

∫               (3.2) 

又因为 ( )0 ,
IXVaR d dα< ≤ ，由(2.1)和(2.2)有 

( )( ) ( )( )

( )
( )( ) ( )1

1

1, ,

0,0
d d

d ,IX XI I
X

X

dX XVaR d VaR d
X XS

d S
S x x S x x

S x x d Sα α
α

α

α−

−
∞ ∞

−

 < ≤= = 
>

∫ ∫ ∫
              (3.3) 

和 

( ){ } ( ){ } ( )( )
{ } ( ) ( )

( ){ } ( )( ) ( )

{ } ( )
( )( ) ( )

1

1 1 1

1

1 1

Pr , Pr , ,

Pr ,0

Pr ,

Pr ,0 ,

, .

I I I I

I

I

I

I X I X X X

I X X

I X X X X

I X

X X X

X VaR d X VaR d S VaR d

X d S d d S

X S S S d S

X d d S

S S d S

α α α

α

α α α

α

α α α

−

− − −

−

− −

≥ = = +

 = + < ≤= 
= + >

 ≥ < ≤= 
= >

                (3.4) 

由(3.1)~(3.4)和(2.4)，对于 0d > 和 ( )0 0XSα< < ，有： 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )1

1

1 1

,0 ,
, 1 d , .

X

X

dT
X X XS

d d d S
CTE d

S d S x x d S
α

δ α
α

α δ α
α −

−

− −

 + < ≤
= 

+ + > ∫
                 (3.5) 

三种方差相关保费原理下基于 CTE-最优标准下的最优自留额： 

同样，为了运算方便，定义： ( ) ( )dXd
S x x dφ

∞
=∫ ， ( ) ( )dXd

xS x x dϕ
∞

=∫ 。 

定理 3.1 
当再保险保费满足方差原理时， 

(a) 最优自留额 *
0 0d > 存在当且仅当 ( )1

1

1 0
2X XS Sα φ
θ

−  
< <     

和 ( )1
Xd S α−∀ > 有 
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( ) ( ) ( )1 1
12 1 2Xd S d dθ φ θ φ
α

 + − > 
 

。 

(b) 当最优自留额 *
0d 存在，则

* 1
0

1

1
2

d φ
θ

−  
=  

 
和关于T 的最小CTE 值为 ( ) ( )* * *

0 0 0,TCTE d d dα δ= + 。 

证明：(a) 当再保险保费满足方差保费原理，则： 
( ) ( ) ( )1R Rd E X D Xδ θ= + ，其中 1 0θ > 是安全负载系数。 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

2

1

2
1

d 2 d d

2 2

R R

X X Xd d d

d E X D X

S x x x d S x x S x x

d d d d d

δ θ

θ

φ θ ϕ φ φ

∞ ∞ ∞

= +

  = + − −    
 = + − − 

∫ ∫ ∫  

现在要求 TCTE  (3.5)的最小值，当 ( )10 Xd S α−< ≤ ， TCTE 对 d 求导，与 TVaR 对 d 求导一致得：

* 1
0

1

1
2

d φ
θ

−  
=  

 
。 

当 ( )*
00,d d∈ 时，

( ),
0TCTE d

d
α∂

<
∂

，而当 ( )( )* 1
0 , Xd d S α−∈ 时，

( ),
0TCTE d

d
α∂

>
∂

，则函数在 *
0d 处获得

最小值。 
当 ( )1

Xd S α−> 时， TCTE 对 d 求导，则： 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
1

1

1 1

, 1 d

12 d 1 1

12 2 1

X

dT
X XS

X X Xd

X X

CTE d
S d S x x

d d

S x x S d S d

d S d d S d

α

α
α δ

α

θ
α

θ φ θ φ
α

−
−

∞

∂ ∂  = + + ∂ ∂  
 = − + − 
 
 = − + − 
 

∫

∫  

若
( ),

0TCTE d
d

α∂
>

∂
成立， ( ) ( ) ( )1 1

12 1 2Xd S d dθ φ θ φ
α

 + − > 
   

所以 TCTE 在 ( )1
Xd S α−> 是递增的，则在 ( )10 Xd S α−< ≤ 能取到最小值 

否则
( ),

0TCTE d
d

α∂
<

∂
，即 ( ) ( ) ( )1 1

12 1 2Xd S d dθ φ θ φ
α

 + − < 
   

则 TCTE 在 ( )1
Xd S α−> 是递减的，不能取到最小值。 

(b) 当最优自留额 *
0 0d > 存在，由(a)可得，故关于T 的最小 TCTE 值为 ( ) ( )* * *

0 0 0,TCTE d d dα δ= + 。 

定理 3.2 
当再保险保费满足标准差原理时， 
(a) 最优自留额 **

0 0d > 存在当且仅当 ( ) ( )**
0 0X XS d Sα < < 和 ( )1

Xd S α−∀ > 有 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2
1 2 1 22 2

1 1
2 2 2 2

X

d d
S d

d d d d d d d d

θ φ θ φ
αϕ φ φ ϕ φ φ

 
 + − >     − − − −    

。 

(b) 当最优自留额 **
0d 存在，则

( ) ( )
( )

** 2
0 22

2 2
| 1

d d d
d d

d
ϕ φ

θ
φ

 − = = + 
  

和关于T 的最小CTE 值为 

( ) ( )** ** **
0 0 0,TCTE d d dα δ= + 。 
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证明：(a) 当再保险保费满足标准差保费原理，则： 

( ) ( ) ( )2R Rd E X D Xδ θ= + ，其中 2 0θ > 是安全负载系数。 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

1 22

2

1 22
2

d 2 d d

2 2

R R

X X Xd d d

d E X D X

S x x x d S x x S x x

d d d d d

δ θ

θ

φ θ ϕ φ φ

∞ ∞ ∞

= +

 = + − −  

 = + − − 

∫ ∫ ∫  

现在要求 TCTE  (3.5)的最小值，当 ( )10 Xd S α−< ≤ ， TCTE 对 d 求导，与 TVaR 对 d 求导一致，可得： 

( ) ( )
( )

** 2
0 22

2 2
| 1

d d d
d d

d
ϕ φ

θ
φ

 − = = + 
  

 

当 ( )**
00,d d∈ 时，

( ),
0TCTE d

d
α∂

<
∂

，而当 ( )( )** 1
0 , Xd d S α−∈ 时，

( ),
0TCTE d

d
α∂

>
∂

，则函数在 *
0d 处获

得最小值。 
当 ( )1

Xd S α−> 时， TCTE 对 d 求导，则： 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

1
1

2

1 22

2
1 22

, 1 d

d 11 1
2 d d

11 1
2 2

X

dT
X XS

Xd
X X

X Xd d

X X

CTE d
S d S x x

d d

S x x
S d S d

x d S x x S x x

d
S d S d

d d d d

α

α
α δ

α

θ

α

θ φ
αϕ φ φ

−
−

∞

∞ ∞

∂ ∂  = + + ∂ ∂  
 
 

  = − + −       − −      

 = − + − 
  − − 

∫

∫

∫ ∫
 

若
( ),

0TCTE d
d

α∂
>

∂
成立， 

则需要
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
2 2

1 2 1 22 2

1 1
2 2 2 2

X

d d
S d

d d d d d d d d

θ φ θ φ
αϕ φ φ ϕ φ φ

 
 + − >     − − − −    

成立 

所以 TCTE 在 ( )1
Xd S α−> 是递增的，则在 ( )10 Xd S α−< ≤ 能取到最小值 

否则
( ),

0TCTE d
d

α∂
<

∂
， 

即 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2
1 2 1 22 2

1 1
2 2 2 2

X

d d
S d

d d d d d d d d

θ φ θ φ
αϕ φ φ ϕ φ φ

 
 + − <     − − − −    

 

则 TCTE 在 ( )1
Xd S α−> 是递减的，不能取到最小值。 

(b) 当最优自留额 **
0 0d > 存在，由(a)可得，故关于T 的最小 TCTE 值为 ( ) ( )** ** **

0 0 0,TCTE d d dα δ= + 。 

定理 3.3 
当再保险保费满足混合方差和标准差原理时， 
(a) 最优自留额 ***

0 0d > 存在当且仅当 ( ) ( )***
0 0X XS d Sα < < 和 ( )1

Xd S α−∀ > 有 
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( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

4 4
3 31 2 1 22 2

12 1 2
2 2 2 2

X

d d
d S d d

d d d d d d d d

θ φ θ φ
θ φ θ φ

αϕ φ φ ϕ φ φ

 
 − + − > −     − − − −    

 

(b) 当最优自留额 ***
0d 存在，则

( ) ( )
( )

( )( ) 2*** 2
0 4 32

2 2
| 1 2 1

d d d
d d d

d
ϕ φ

θ θ φ
φ

− − = = − + 
  

和关于 T 的最小

CTE 值为 ( ) ( )*** *** ***
0 0 0,TCTE d d dα δ= + 。 

证明：(a) 当再保险保费满足标准差保费原理，则： 

( ) ( ) ( ) ( )3 4R R Rd E X D X D Xδ θ θ= + + ，其中 3 4, 0θ θ > 是安全负载系数。 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 4

2

3

1 22

4

1 22 2
3 4

d 2 d d

2 d d

2 2 2 2

R R R

X X Xd d d

X Xd d

d E X D X D X

S x x x d S x x S x x

x d S x x S x x

d d d d d d d d d

δ θ θ

θ

θ

φ θ ϕ φ φ θ ϕ φ φ

∞ ∞ ∞

∞ ∞

= + +

 = + − −  

 + − −  

   = + − − + − −   

∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

现在要求 TCTE  (3.5)的最小值，当 ( )10 Xd S α−< ≤ ， TCTE 对 d 求导，与 TVaR 对 d 求导一致，可得： 

( ) ( )
( )

( )( ) 2*** 2
0 4 32

2 2
| 1 2 1

d d d
d d d

d
ϕ φ

θ θ φ
φ

− − = = − + 
  

 

当 ( )1
Xd S α−> 时， TCTE 对 d 求导，则： 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

1
1

4
3 1 22

, 1 d

11 2 1
2 2

X

dT
X XS

X X

CTE d
S d S x x

d d

d
S d d S d

d d d d

α

α
α δ

α

θ φ
θ φ

αϕ φ φ

−
−∂ ∂  = + + ∂ ∂  

 
  = − − + −      − −  

∫
 

( ),
0TCTE d

d
α∂

>
∂

成立， 

则 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

4 4
3 31 2 1 22 2

12 1 2
2 2 2 2

X

d d
d S d d

d d d d d d d d

θ φ θ φ
θ φ θ φ

αϕ φ φ ϕ φ φ

 
 − + − > −     − − − −    

 

成立.。 
所以 TCTE 在 ( )1

Xd S α−> 是递增的，则在 ( )10 Xd S α−< ≤ 能取到最小值 

否则
( ),

0TCTE d
d

α∂
<

∂
， 

即 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

4 4
3 31 2 1 22 2

12 1 2
2 2 2 2

X

d d
d S d d

d d d d d d d d

θ φ θ φ
θ φ θ φ

αϕ φ φ ϕ φ φ

 
 − + − < −     − − − −    

 

则 TCTE 在 ( )1
Xd S α−> 是递减的，不能取到最小值。 
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(b) 当最优自留额 ***
0 0d > 存在，由(a)可得，故关于T 的最小 TCTE 值为 ( ) ( )*** *** ***

0 0 0,TCTE d d dα δ= + 。 

4. 实例分析与模拟 

假设 X 服从指数分布，分布函数为 ( )
( )0.11 e , 0

0, 0

x

X
xF x

x

− − >= 
≤

，生存函数为 ( )
( )0.1e , 0

0, 0

x

X
xS x

x

− >= 
≤

。 

下面分别在三种方差相关保费原理下比较 VaR 和 CTE 下的最优自留额。 

4.1. 基于方差保费原理下的最优自留额存在情况(取 1θ 为不同的值) 

要满足条件 ( ) ( )1 * *
XS d dα δ− ≥ + ，对不同的置信水平(不同的α 值，见图 1)，则可取的最优自留额的

个数就不同，这里取不同的保费附加因子 1θ ，从图中可以看出四条横线下方代表四种置信水平下存在的

最优自留额的个数，可以发现，给定的置信水平越高，满足条件的最优自留额在不同的保费附加因子下

存在的可能就性就越大，反之则越小，由此可以判断出方差原理下最优自留额 *d 的个数。 
由表 1 中数据可知，给定置信水平为 99%时，方差原理下，基于 VaR 和 CTE 下的自留额 *d 在满足

基本条件下对不同保费附加因子 1θ 都存在，若降低置信水平，令置信水平为 98%时，当保费附加因子从

1 0.9θ = 到 1 2.0θ = 时，基于 VaR 最优自留额 *d 下是不存在，其不满足条件 ( ) ( )1 * *
XS d dα δ− ≥ + ，然而，

基于 CTE 最优自留额 *d 却存在。同样的道理，可以看出在不同的置信水平下，自留额 *d 基于 VaR 和基

于 CTE 存在情况不同，但是基于 CTE 下存在的最优自留额更多些，由此可以得出方差原理下，基于 CTE
风险度量下可行性更高些。 

当置信水平为 98%时和置信水平为 95%时，VaR 与 CTE 下的最优自留额存在情况(如图 2)。 
图 2 反应出来的信息更为明显，相同的置信水平下，取 20 个不同保费附加因子，得出来的满足条件

的自留额存在情况不同，但是，基于 CTE 风险度量下存在自留额可能性较大。当置信水平变小时，VaR
下的最优自留额存在的可能性变少了。 
 

 
Figure 1. The retention existence in the variance premium principle under different confidence levels 
图 1. 方差保费原理下不同置信水平自留额存在判断图 
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4.2. 基于标准差保费原理下的最优自留额存在情况(取 2θ 为不同的值) 

同样的，基于 VaR 下标准差保费原理的最优自留额对不同的置信水平，可获得的自留额个数不同(如
图 3)。 

从表 2 中可以看出，在标准差保费原理下，给定不同置信的置信水平，对于不同保费附加因子 2θ ，

基于 VaR 和 CTE 下的自留额 **d 存在情况不同。当置信水平为 99%时(即 0.01α = )，基于 VaR 下和 CTE
下的最优自留额都存在；当给定的置信水平降低为 95%(即 0.05α = ，见图 4)，基于 VaR 下的最优自留额

**d 随着保费附加因子 2θ 的递增而使得不满足条件，使得 **d 不存在，但是，基于 CTE 下最优自留额 **
0d 都

存在；当对于给定三种不同的置信水平α ，基于 CTE 下最优自留额 **
0d 都存在，由此可以看出，基于 CTE

风险度量下可行性更高些。 

4.3. 基于方差标准差混合保费原理下的最优自留额存在情况(取 3θ ， 4θ 为不同的值) 

从表 3 可以看出，在置信水平为 99%和 95%时，取不同保费附加因子 3θ ， 4θ ，基于混合方差原理下

CTE 风险度量下停止损失再保险的自留额存在的可能性比 VaR 风险度量要大得多，同样的也说明令基于

CTE 下的求最优自留额的可行性更高些。 

5. 结论 

本文基于三种不同的方差相关保费原理(方差保费原理、标准差保费原理、混合方差和标准差原理)
通过最小化 VaR 和 CTE 风险度量，求得最优自留额解的表达式。在损失总量 X 服从指数分布下，通过数

值模拟比较不同保费原理下最优自留额存在性的不同，最后得出结论：在给定的置信水平较大时，取不

同的附加保费因子，对 VaR 和 CTE 风险度量下，三种保费原理下的最优自留额存在率很高，随着置信水

平的降低，自留额的存在率也降低，这点在 VaR 风险度量下表现的特别明显，但是基于 CTE 风险度量下 
 

 

 
Figure 2. The retention existence under 2 confidence levels 
图 2. 两种置信水平下最优自留额的存在情况 
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Table 1. The retention existence in the variance premium principle under different risk measures 
表 1. 方差原理下几种风险度量下最优自留额存在性的比较 

VaR 下方差原理对不同置信水平，自留额 d 的存在情况(T 代表存在，F 代表不存在) 

1θ  0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 

*d  6.93 13.86 17.92 20.79 23.03 24.85 26.39 27.73 28.9 29.96 

0.01α =  T T T T T T T T T T 

0.02α =  T T T T T T T T F F 

0.05α =  T T T F F F F F F F 

0.1α =  T F F F F F F F F F 

VaR  19.43 25.11 28.75 31.42 33.53 35.27 36.75 38.04 39.18 40.21 

1θ  1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2 

*d  30.91 31.78 32.58 33.32 34.01 34.66 35.26 35.84 36.38 36.89 

0.01α =  T T T T T T T T T T 

0.02α =  F F F F F F F F F F 

0.05α =  F F F F F F F F F F 

0.1α =  F F F F F F F F F F 

VaR  41.14 41.99 42.77 43.5 44.18 44.81 45.41 45.97 46.51 47.01 

CTE 下方差原理对不同置信水平，自留额 d 的存在情况(T 代表存在，F 代表不存在) 

1θ  0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 

*d  6.93 13.86 17.92 20.79 23.03 24.85 26.39 27.73 28.9 29.96 

0.01α =  T T T T T T T T T T 

0.02α =  T T T T T T T T T T 

0.05α =  T T T T T T T T T F 

0.1α =  T T T T F F F F F F 

CTE  19.43 25.11 28.75 31.42 33.53 35.27 36.75 38.04 39.18 40.21 

1θ  1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2 

*d  30.91 31.78 32.58 33.32 34.01 34.66 35.26 35.84 36.38 36.89 

0.01α =  T T T T T T T T T T 

0.02α =  T T T T T T T T T T 

0.05α =  F F F F F F F F F F 

0.1α =  F F F F F F F F F F 

CTE  41.14 41.99 42.77 43.5 44.18 44.81 45.41 45.97 46.51 47.01 
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Figure 3. The retention existence in the standard deviation premium principle under different confidence levels 
图 3. 标准差原理下不同置信水平自留额存在判断图 

 

 

 
Figure 4. The retention existence under the same confidence levels 
图 4. 同种置信水平下最优自留额存在性比较 
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Table 2. The retention existence in the standard deviation premium principle under different risk measures 
表 2. 标准差原理下几种风险度量下最优自留额存在性的比较 

VaR 下标准差原理对不同置信水平，自留额 d 的存在情况(T 代表存在，F 代表不存在) 

2θ  1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2 
**d  1 1.99 2.96 3.92 4.86 5.77 6.65 7.51 8.35 9.16 

0.01α =  T T T T T T T T T T 

0.05α =  T T T T T T T T T T 

0.1α =  T T T F F F F F F F 

VaR  21 21.99 22.96 23.92 24.86 25.77 26.65 27.51 28.35 29.16 

2θ  2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3 
**d  9.95 10.72 11.46 12.18 12.88 13.56 14.22 14.86 15.49 16.09 

0.01α =  T T T T T T T T T T 

0.05α =  T F F F F F F F F F 

0.1α =  F F F F F F F F F F 

VaR  29.95 30.72 31.46 32.18 32.88 33.56 34.22 34.86 35.49 36.09 

CTE 下标准差原理对不同置信水平，自留额 d 的存在情况(T 代表存在，F 代表不存在) 

2θ  1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2 
**
0d  1 1.99 2.96 3.92 4.86 5.77 6.65 7.51 8.35 9.16 

0.01α =  T T T T T T T T T T 

0.05α =  T T T T T T T T T T 

0.1α =  T T T T T T T T T T 

CTE  21 21.99 22.96 23.92 24.86 25.77 26.65 27.51 28.35 29.16 

2θ  2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3 
**
0d  9.95 10.72 11.46 12.18 12.88 13.56 14.22 14.86 15.49 16.09 

0.01α =  T T T T T T T T T T 

0.05α =  T T T T T T T T T T 

0.1α =  T T T T T T T T T T 

CTE  29.95 30.72 31.46 32.18 32.88 33.56 34.22 34.86 35.49 36.09 
 
Table 3. The retention existence in the mixed variance premium principle under different risk measures 
表 3. 混合原理下几种风险度量下最优自留额存在性的比较 

混合保费原理下 VaR 的最优自留额存在情况(F 代表不存在)置信水平为 99% 

 4θ  
0.3 0.5 0.7 0.9 1.1 1.3 1.5 1.7 2.1 2.3 

3θ  ***d  

0.1 8.62 9.7 10.75 11.78 12.78 13.75 14.71 15.64 17.43 18.3 

0.2 14.99 15.73 16.46 17.18 17.9 18.6 19.3 19.99 21.34 22 

0.3 18.82 19.41 20.01 20.59 21.18 21.76 22.33 22.9 24.03 F 

0.4 21.57 22.08 22.59 23.1 23.6 24.1 24.6 F F F 

0.5 23.71 24.17 24.62 25.08 25.53 F F F F F 

0.6 25.47 25.89 F F F F F F F F 

0.8 F F F F F F F F F F 

1.1 F F F F F F F F F F 
1.4 F F F F F F F F F F 
1.6 F F F F F F F F F F 
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续表 

混合保费原理下 CTE 的最优自留额存在情况(F 代表不存在)置信水平为 99% 

 4θ  
0.3 0.5 0.7 0.9 1.1 1.3 1.5 1.7 2.1 2.3 

3θ  ***d  

0.1 8.62 9.7 10.75 11.78 12.78 13.75 14.71 15.64 17.43 18.3 

0.2 14.99 15.73 16.46 17.18 17.9 18.6 19.3 19.99 21.34 22 

0.3 18.82 19.41 20.01 20.59 21.18 21.76 22.33 22.9 24.03 24.58 

0.4 21.57 22.08 22.59 23.1 23.6 24.1 24.6 25.1 26.08 26.57 

0.5 23.71 24.17 24.62 25.08 25.53 25.98 26.42 26.87 27.75 28.19 

0.6 25.47 25.89 26.3 26.72 27.13 27.54 27.95 28.35 29.16 29.56 

0.8 28.26 28.62 28.98 29.34 29.69 30.05 30.4 30.75 31.46 31.81 

1.1 31.37 31.67 31.98 32.28 32.58 32.89 33.19 33.49 34.09 34.39 

1.4 33.73 34 34.26 34.53 34.8 35.07 35.34 35.61 36.14 36.4 

1.6 35.04 35.29 35.54 35.79 36.04 36.29 36.54 36.79 37.29 37.54 

混合保费原理下 VaR 的最优自留额存在情况(F 代表不存在)置信水平为 95% 

 4θ  
0.3 0.5 0.7 0.9 1.1 1.3 1.5 1.7 2.1 2.3 

3θ  ***
0d  

0.1 8.62 9.7 10.75 11.78 F F F F F F 

0.2 F F F F F F F F F F 

0.3 F F F F F F F F F F 

0.4 F F F F F F F F F F 

0.5 F F F F F F F F F F 

0.6 F F F F F F F F F F 

0.8 F F F F F F F F F F 

1.1 F F F F F F F F F F 

1.4 F F F F F F F F F F 

1.6 F F F F F F F F F F 

混合保费原理下 CTE 的最优自留额存在情况(F 代表不存在）置信水平为 95% 

 4θ  
0.3 0.5 0.7 0.9 1.1 1.3 1.5 1.7 2.1 2.3 

3θ  ***
0d  

0.1 8.62 9.7 10.75 11.78 12.78 13.75 14.71 15.64 17.43 18.3 

0.2 14.99 15.73 16.46 17.18 17.9 18.6 19.3 19.99 21.34 22 

0.3 18.82 19.41 20.01 20.59 21.18 21.76 22.33 22.9 24.03 24.58 

0.4 21.57 22.08 22.59 23.1 23.6 24.1 24.6 25.1 26.08 26.57 

0.5 23.71 24.17 24.62 25.08 25.53 25.98 26.42 26.87 27.75 28.19 

0.6 25.47 25.89 26.3 26.72 27.13 27.54 27.95 28.35 29.16 29.56 

0.8 28.26 28.62 28.98 29.34 29.69 F F F F F 

1.1 F F F F F F F F F F 

1.4 F F F F F F F F F F 

1.6 F F F F F F F F F F 
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却表现的比较缓慢。综上可以得出，基于 CTE 风险度量最优下的混合方差和标准差保费原理来求停止-
损失再保险的最优自留额是最符合实际意义的。 
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