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Abstract 
In the era of big data, there are many ways to reduce the dimension of high-dimensional data. 
Among them, the linear dimension reduction method is the most typical method in PCA and CUR 
decomposition method, but at present, using the two methods on the research achievements of 
high-dimensional data dimension reduction is not enough. Therefore, through the discussion and 
research of the principal component analysis and CUR decomposition method, this paper analyzes 
the use conditions and practical effects of the two methods. It is concluded that: with the tradi-
tional principal component analysis method of the matrix decomposition, in terms of feature se-
lection, CUR decomposition method not only has high accuracy, but also has good interpretability. 
In terms of matrix recovery, CUR matrix decomposition method has high stability and accuracy, 
and its accuracy can sometimes reach more than 90%. Therefore, I think CUR matrix decomposi-
tion has good application value, and it is worth using CUR matrix decomposition method to reduce 
the dimension of high-dimensional data. 
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摘  要 

在大数据的时代，使高维数据降低维度有很多种方法。其中，在线性降维方法中最典型的方法是PCA和
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CUR分解方法，但是目前我们利用这两种方法对高维数据降维的研究成果还不够，因此，本文通过对这

主成分分析和CUR分解方法的探讨和研究，分析了这两种降维方法的使用条件和实际效果，得出：与传
统的主成分分析的矩阵分解方法相比较，在特征选择方面，CUR分解方法不仅具有很高的准确度，而且

还具有很好的可解释性；在矩阵恢复方面，CUR矩阵分解方法具有很高的稳定性同时还具有很高的准确
度，其准确度有时候能够达到90%以上，因此我认为CUR矩阵分解具有很好的应用价值，值得我们利用

CUR矩阵分解法去对高维数据进行降维。 
 
关键词 
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1. 引言 

在高维空间中，由于高维数据难以处理，所以表示数据之间相似性度量的 L 距离将会失去意义。在

高维数据里存在很多空值，因此数据实际的维度比原始的数据维度小得多，我们可以通过降维的手段转

换到低维空间进行处理。有很多种处理高维数据的方法，常见的方法有 PCA 分解、CUR 分解和 SVD 分

解等等，在传统的矩阵分解中，虽然能够将高维的数据分解成低维的数据，但是分解出来的结果可解释

性不够，主要是因为分解出来的数据不是原始的数据，我们不能用现实生活中的概念去解释结果，只能

理解为潜在语义空间，因此分解后矩阵解释性不高。除此之外，由于分解后矩阵的数值不是原来的数据，

通过矩阵恢复来预测矩阵稳定性和准确性也很差。本文运用行列选择算法来实现特征选择算法，并且用

改进的 CUR 算法来构造恢复矩阵，CUR 分解是在原始数据矩阵中根据概率的大小来选取部分行和列，

然后再构造矩阵的分解方法[1]。CUR 分解由原始数据构造而来，其得到的矩阵稀疏且物理意义明确，同

时，CUR 分解的算法较为简单，避免了对高维矩阵进行特征值求解，因此其效率也较高，本文主要对这

两种降维方法进行对比分析。 
矩阵恢复是最近几年非常流行处理高维数据的方法，在一些图像处理方面的应用是非常广泛的，通

过分析这几年的大数据竞赛中我们可以发现，在进行用户偏好预测方面，应用最广泛的还是恢复矩阵，

本文主要还是利用改进后的恢复矩阵来求解恢复矩阵，其预测的准确性和解释性相对于 PCA 和 SVD 传

统的分解方法都很高[2]。 
本文有创新点也有不足，创新点在于通过改进的 CUR 分解方法和 PCA 分解方法对高维数据的处理

结果可知，CUR 分解方法解释性很高，而且对乳腺癌数据的良性和恶性肿瘤的发病率有很好的预测，可

以帮助一些癌症患者去了解发病率以及自己恢复良好的概率，不足的就是数据不是最新的数据，结果相

对于现实还是会存在一点误差，我认为其误差可以忽略不计。 

2. 理论模型与方法论 

2.1. 理论模型 

本文所用的数据都是没有缺失值的数据，对有空值的数据去空值，然后对处理后的数据进行标准化

处理。在完成上述两个步骤之后，为了防止建立的回归模型出现过度拟合现象，本次研究将数据按照 3:1
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的比例分为训练集和测试集，其中训练集用来做回归模型，测试集用来交叉验证选择最终模型以及对模

型进行评估，结合 PCA 算法可得。 
针对一个给定的训练集，在给定的光滑系数下，Kaiser-Harris 准则建议，选取不同的主成分进行拟合，

得出一组模型，记号如式所示[1] 

( ){ }
1,2,3, ,2 1; 1,2,3,4, ,n

J
I i j m

Wλ
= − = 

                              (1) 

其中 n 表示在 Kaiser-Harris 准则建议下可以保留的最大主成分个数， 

( ){ }
1,2,3, ,2 1; 1,2,3,4, ,n

J
I i j m

Wλ
= − = 

                              (2) 

表示对数据集的第 j 次划分(本次研究仅进行 10 次划分)下，第 i 种情况的拟合模型，此时光滑系数取分

别计算出各个模型在验证集中预测的误判率作为经验损失，在经验损失的基础上对模型复杂度(即，采用

的主成分个数)施加光滑系数为λ 的惩罚，得出模型的结构损失。此时对 i 求平均值，得出每种情况预测

的平均结构损失，在对 j 取最小，选出平均结构损失最小的情况(即，得出在给定的，平均结构损失最小

的模型)，最后在测试集中对进行交叉验证选择出最优的拟合模型作为最终模型[1] [2]。 

2.2. 方法论 

2.2.1. PCA 方法论 
PCA 方法是一类经典的降维方法，其目的在于用一组较少的不相关变量来代替原始数据集中的变量

(往往维数较高)，同时保证原始数据集中的信息尽可能多的被解释，称这些提取出来的较少的不相关变量

为主成分。其方法论为：最大方差理论。具体表现为寻找一组基，使得所有数据变换为在这组基上的坐

标表示后，其方差值最大。形象的可以理解为数据在这组基上的投影尽可能的分能的分散，因此，方法

论可以归纳为求解最优化问题： 

约束优化问题
T

T

max
s.t. 1

l l
l l

 Σ


=
,                            (3) 

其中 l 是特征根λ 所对应的单位特征向量，Σ为协方差矩阵，则最优化问题的解 l 是由协方差矩阵的前κ
个最大的特征值对应的特征向量构成的[3]。从而 PCA 的输出结果可表示为： 

Y xl=                                      (4) 

即，数据维数降低到κ 维。其中 X 表示降维前的数据，Y 表示降维后的数据。需要注意的是，在 PCA 分

析的降维过程中，虽然尽可能的保留了原始信息，但是因为反复对矩阵进行变换，导致提取出的主成分

往往难以解释其物理意义，也进一步导致得出的回归模型的解释性不强[3] [4]。 

2.2.2. CUR 分析方法 
CUR 分解方法主要就是通过将一个矩阵变为三个矩阵 CUR 矩阵，CUR 特征选择方法是计算统计影

响力，先计算一下每一列和每一行特征的得分值，然后根据我们已知的得分的大小来决定是否选择这行

(列)，通过这一方法，我们可以将不需要的数据去掉，保留有用的数据，得到可以代表其特征的集合，通

过这样的集合就可以快速且容易地的分析原数据所具备的特征，本文通过 CUR 矩阵得到恢复矩阵 A


，恢

复矩阵： A CUR A≈ =


。 
相似程度式[5]： 

ERROR 100%F

F

A CUR
A

−
= ∗                              (5) 
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3. 基本算法 

3.1. PCA 基本算法 

主成分分析算法见表 1 所示： 
 

Table 1. PCA algorithm 
表 1. PCA 算法 

输入训练数据集 T 

输出 PCA 回归模型 
算法详细步骤： 
1. 记原始数据矩阵为 X，计算数据的协方差矩阵 Σ ； 
2. 计算协方差矩阵的特征值； 
3. 提取较高的几个特征值所对应的特征向量，单位化后构成矩阵记为 µ ； 

4 对数据进行降维处理，计算 T Xµ ； 
5. 交叉验证选择最终模型。 

3.2. CUR 基本算法 

对于给定特征矩阵 m nA × ，我们需要首先构建 CUR 分解中的低秩矩阵 C，R。在选取过程中我们需要

依概率选取更重要的行和列来构造我们的 C，R，因此需要度量所有行和列重要性的指标，我们叫它原始

矩阵𝐴𝐴的每一列或行的影响力分数，第 i 列的影响力分数记为 ( )1,2, ,jq j n=  ，第𝑖𝑖行的影响力分数记为

( )1, 2, ,ip i m=  ，下面我们给出原始矩阵 m nA × 每一行和列的影响力分数的形式化度量： 

1

1 1

, 1, 2, ,
n

ijj
i m n

iji j

A
p i m

A
=

= =

= =
∑

∑ ∑


                              (6) 

1

1 1

, 1, 2, ,
m

iji
j m n

iji j

A
q j n

A
=

= =

= =∑
∑ ∑

                               (7) 

其中 ijA 表示矩阵第 i 行第 j 列的元素值[5]。 
有了上述矩阵行和列的影响力分数的形式化描述，可以给出 CUR 算法第一步：行列选择算法，见

表 2~4 所示： 
 

Table 2. Row and row selection algorithm 
表 2. 行列选择算法 

输入：原始特征矩阵 m nA × ； 

输出：矩阵具有代表性的特征列组成的低秩矩阵 C，以及代表用户特征的实例组成的低秩矩阵 R。 
算法详细步骤： 
1. 根据公式(1)分别计算 A 每一行被选取的可能性 1,2, , ,ip i m=  ； 

2. 根据公式(2)分别计算 A 每一行被选取的可能性 , 1, 2, ,jq j n=  ； 

3. 从评分矩阵的所有列中从高到低选择 c 列； 
4. 从评分矩阵的所有列中从高到低选择 r 行； 
5. 返回 ,m c m cC R× ×∈ ∈  。 
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Table 3. Construction of algorithm 2 matrix U 
表 3. 算法 2 矩阵 U 的构造 

输入：训练集，行列的矩阵 R，C 
输出： 
算法详细步骤： 
1. 对 C 作广义逆获得矩阵 C 的广义逆矩阵。 
2. 对 R 作广义逆获得矩阵 R 的广义逆矩阵。 
3. 通过 C 和 R 矩阵的广义逆矩阵来构造 U 矩阵。 
4. 返回： c rU R ×∈ 。 

 
Table 4. Algorithm 3 USES CUR for feature selection and recovery 
表 4. 算法 3 利用 CUR 进行特征选择和恢复 

输入：wdbc 数据集，一个误差元素，矩阵的秩 k。 

输出：用户特征 C，特征 R，恢复矩阵 A


， m nA R ×∈


。 

1. 先对 wdbc 数据集进行预处理，将 wdbc 数据集转成评分矩阵 m nA R ×∈ 。 
2. 对矩阵 A 运行列选择算法 1 构造矩阵 C。 
3. 对矩阵 A 运行列选择算法 1 构造矩阵 R。 
4. 利用算法 2 计算矩阵 U。 
5. 计算矩阵 A



， RA CU=


，其中 A


被称为对 A 的恢复， A


与 A 的偏差的多少

决定矩阵恢复效果的好坏。 
返回： m cC R ×∈ ， c rU R ×∈ ， r nR R ×∈ ，得到恢复矩阵 A



， RA CU=


。 

4. 实证分析 

4.1. 研究对象选取 

本文通过 UCI 网站收集到乳腺癌数据集(简称 wdbc 数据集)，其中有 569 的观测值，30 个预测变量，

2 个分类，B = 恶性，M = 良性，通过对数据进行处理，分为训练集，测试集，通过 PCA 和 CUR 分解

进行降维处理。 

4.2. PCA 算法实现 

本文选取原始数据的一部分作为训练集和测试集，对训练集做主成分回归得到： 
 

 
Figure 1. Principal component diagram 
图 1. 主成分图 
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通过观察上图 1 可以发现有 5 个主分依据 Kaiser-Harris 准则建议保留特征值大于 1 的主成分，故而

结合图 1 可知，本次研究选择 5 个主成分即可保留原始数据集的大部分信息，但是最终模型是否 5 个主

成分均需要保留在回归模型中，则通过交叉验证选择结构损失函数最小的模型[6]。 
结构损失函数表示为在采取 0-1 损失函数的基础上，对模型采用主成分的个数进行惩罚，如式(5)所示： 

( )( )1min ,i if F
W y f x f

n
λ

∈
+                               (8) 

其中 n 表示数据观测数，f 表示拟合的模型，F 表示所有可能模型构成的集合， ( )( ),i iW y f x 表示损失函

数， f 表示模型 f 中采用的主成分个数，λ 表示光滑系数，最终经过交叉验证选定的主成分个数为 4，
此时平均误判率为 0.07511737。在将模型代入测试集进行预测后，得到在测试集的误判率为 0.063388028，
预测效果还可以，并且在对实验数据的解释度上 85%，即对实验数据的信息丢失度较小[7]。 

实验数据的协方差矩阵特征值最大的两个变量对于数据的分类情况如图 2 所示： 
 

 
Figure 2. Classification of data by maximum two variables of covariance matrix eigenvalue of experimental data 
图 2. 实验数据协方差矩阵特征值最大两个变量对数据的分类情况 
 

同时，第 1 主成分与第 5 主成分对实验数据的分类情况绘图如图 3 所示： 
 

 
Figure 3. PCA classification of experimental data 
图 3. PCA 对实验数据的分类情况 
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从图 2 与图 3 中可以看出对于本次研究的实验数据主成分分析在一定程度上达到了分类的效果，但

是两种类别的分界线明显。 

4.3. CUR 矩阵恢复 

该实验所用的 wdbc 数据集包含了 569 位患者的乳腺癌疾病诊断数据集，该数据集包含 32 列特征。

我们的矩阵相似性评估方法用误差率来度量[8]，表示如下： 

( )ERROR % F

F

A C U R
A

− ⋅ ⋅
=                             (9) 

其中 ( )
1

2 2
,1 1

m n
i ji jFA A

= =
= ∑ ∑ 。 

4.3.1. 实验构造 
通过对 wdbc 数据集进行 CUR 矩阵分解可以得到数据集的近似矩阵，我们首先统计 wdbc 数据集

的 32 列特征的影响力评分，也就是观察乳腺癌有哪些主要特征，通过 matlab 程序计算出影响力评分见

下图 4、图 5 所示，图中横坐标表示特征，纵坐标表示影响力度量值[9]。 
 

 
Figure 4. Influence distribution of 32 characteristics of breast cancer 
图 4. 乳腺癌疾病 32 列特征的影响力分布 
 

 
Figure 5. Influence distribution of 569 patients with breast cancer 
图 5. 乳腺癌疾病 569 位患者的影响力分布 
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4.3.2. c 和 r 值的确定 
通过 cur 算法总能算得给定 c 值和 r 值之后的恢复矩阵 c u r⋅ ⋅ ，再根据误差定量公式总能算得一个恢

复矩阵与原始矩阵的误差值[10]，我们首先给定恒定的 r 值，遍历所有的 ( )1 30c c≤ ≤ 值，观察误差值的

变化情况如下图所示，其中横坐标是 c 的取值，纵坐标是矩阵误差值： 
 

 
Figure 6. Influence of the selection of constant value on the error of response matrix 
图 6. r 值恒定时 c 值的选取对回复矩阵误差的影响 
 

见上图 6 发现 r 值在取不到 15 时，矩阵恢复误差接近 0。通过上述实验探索我们给定 10, 12c r= = 算

得恢复矩阵误差值为 0.000501456001661053%。 

5. 结论 

通过 PCA 和 CUR 降维方法对乳腺癌数据集进行分类处理，已知 PCA 方法是利用降维的思想，在损

失信息很少的前提下，把多个指标转化为几个综合指标的多元统计方法，并且可以消除评价指标之间的

相互影响，因为降维，所以也为我们减少了工作量，但是由于主成分不是从原始数据中提取出来的，所

以解释性不够好，并且在乳腺癌数据集上进行降维处理发现 CUR 的误差率远小于 PCA，所以在减低误

差率这一块 CUR 要好于 PCA。 
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CUR 算法在选取行列的时候是根据行列的实际情况比较智能地进行选择，在研究大数据时，我们可

以理解为在选择行和列的时候，CUR 算法判断矩阵列的统计影响力来判断特征的显著程度，然后根据显

著的特征从电影列中进行抓取，所以构造出的 C(R)矩阵也反映了癌症良性恶性的现实特征，并且因为 C(R)
矩阵是由真实的行列构成，因此将 C(R)矩阵中的行列数据和 Wdbc 数据集相比对就能够确定细胞核特征

和良性恶性的具体特征，但是在软件操作上 CUR 比 PCA 复杂得多，所以如果不是研究高维稀疏的数据

集建议用 PCA 降维方法，但在解释性方面，由于 CUR 分解方法是在原始数据集中提取出来的，所以其

可解释性很强[11]。 
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