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Abstract 
In this paper, we consider statistical inferences for varying coefficient partially nonlinear model 
with missing responses. The profile nonlinear least-squares estimation process based on the com-
plete data method is employed to estimate the unknown parameter and the nonparametric func-
tion, and the asymptotic normality of the resulting estimators is proved. 
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摘  要 

本论文考虑响应变量缺失下变系数部分非线性模型的统计推断，我们采用完全数据方法下的轮廓非线性

最小二乘来估计未知参数和非参函数，同时建立了估计量的渐近正态性。 
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1. 引言 

近几年来，变系数部分非线性模型由于半参模型的灵活性和非参模型的易解释性受到了大量的关注， 

( ) ( )T ,Y X U g Zθ β ε= + + ， 

其中 Y 是响应变量， , ,X Z U 是协向量，且 qX R∈ ， rZ R∈ ，U R∈ ， ( ) ( ) ( )( )T
1 , qθ θ θ⋅ = ⋅ ⋅， 是 q 维未知

的系数函数向量， ( ),g ⋅ ⋅ 为给定的非线性函数，参数 ( )T
1, , pβ β β=  的维数没有必要一定和 Z 相等，随机

误差 ε 满足 ( )| , , 0E X U Zε = ， ( ) 2| , ,Var X U Zε σ= 。 
此模型最初由 Li 和 Mei (2013) [1]提出，且包含很多重要的子模型，像变系数模型、非线性模型、部

分非线性模型和变系数部分线性模型等，因此对此模型的统计研究具有相当大的意义，他们提出用轮廓

非线性最小二乘估计方法估计参数向量 β 和系数函数向量 ( )Uθ ，Zhou，Zhao 和 Wang (2017) [2]采用经

验似然方法获得参数和非参部分的区间估计。 
据我们所知，还没有文献研究过变系数部分非线性模型的缺失响应变量的推断，此论文用完全数据

法处理缺失响应变量，并对 VCPNLM 模型推荐轮廓非线性最小二乘估计方法。 

2. 基于完全数据下轮廓非线性最小二乘的估计 

我们假定随机样本{ }, , , , 1, 2, ,i i i iY X U Z i n=  是从下面变系数部分非线性模型中产生 

( ) ( )T ,i i i i iY X U g Zθ β ε= + + ， 

其中 ( ){ }, , , 1, ,i i iX U Z i n=  可以被完全观测到，响应变量 iY 随机缺失，当 iY 被观测到，指示变量 1iδ = ，

当 iY 缺失，指示变量 0iδ = ，选择概率函数为 ( ) ( ) ( )1| , , , 1 | , , , ,i i i i i i i i i i i iP Y X U Z P X U Z X U Zδ δ π= = = = ，

对于选择概率函数的估计，本论文我们选取 logistic 模型选择概率 

( )
( )
( )

T T
0 1 2 3

T T
0 1 2 3

exp
,

1 exp
i i i

i
i i i

X U Z
V

X U Z

ω ω ω ω
π ω

ω ω ω ω

+ + +
=

+ + + +
， 

其中 ( )TT T, ,i i i iV X U Z= ， ( )TT T
0 1 2 3, , ,ω ω ω ω ω= 为未知参数向量，自然地，可以通过最大化下面的对数似然

函数来估计ω ， 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
1

ln ln , 1 ln 1 ,
n

i i i i
i

L V Vω δ π ω δ π ω
=

   = + − −   ∑ ， 

此时 ( ),iVπ ω 的拟似然估计量为 ( )ˆ,iVπ ω ，具体细节请参考陈盼盼，冯三营和薛留根(2015) [3]。 
下面模型 

( ) ( )T ,i i i i i i i i iY X U g Zδ δ θ δ β δ ε= + +                              (2.1) 

Open Access

https://doi.org/10.12677/sa.2020.94070
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


夏立奇 

 

 

DOI: 10.12677/sa.2020.94070 678 统计学与应用 
 

是 完 全 数 据 下 的 模 型 ， 对 于 0u 领 域 附 近 的 u ， 对 ( )j uθ 应 用 泰 勒 展 开 可 得 ，

( ) ( ) ( )( )0 0 0j j ju u u u uθ θ θ ′≈ + − ，如果给定 β ，这时可以用局部线性估计方法并最小化下面式子得到系数

函数的 ( )uθ 估计 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2

0 0 0 0
1 1

,
qn

i i i j j i ij h i
i j

Y g Z u u U u X K U uδ β θ θ
= =

 
′ − − + − −  

 
∑ ∑ 。        (2.2) 

令 ( )1, , n
nY Y Y=  ， ( ) ( ) ( )( )T

1 1, , , , ,g Z g Z g Zβ β β=  ， ( ) ( )( )TT T
1 1 1, , nM X U X Uθ θ=  ，

( ) ( ) ( )( )TT T
0 0 1 0,u u h uθ θ ′Ψ = ， ( ) ( ) ( )( )1 11 0 1, 1 0 1, 0, ,h h nW u diag K U u K U u

⋅ ⋅
= − −

， ( )1, , ndiag δ δ∆ =  ，

( )
( )

( )
1

T 1 T
1 1 1 0 1

0
T 1 T

1 0

h

n n n

X h U u X
X u

X h U u X

−

−

 −
 

=  
 − 

  ， 

此时最小二乘问题(2.2)的解为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1T T
0 0 1 0 0 0 1 0

ˆ ; ,c h h hu X u W u X u X u W u Y g Zβ β
−

 Ψ = ∆ ∆ −    ， 

在 0u 处系数函数向量 ( )uθ 的估计量为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1T T
0 0 1 0 0 0 1 0

ˆ , ,0 ,c q q q q h h hu I X u W u X u X u W u Y g Zθ β β
−

× ×  = ∆ ∆ −    ， 

令

( )

( )
( )

1

T
1 1

T

ˆ ;
ˆ ˆ

ˆ ;

c

h

n c n

X U
M S Y g

X U

θ β
β

θ β

 
 

= = −    
  
 

 ， 

其中

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

1

1 1 1

1T T T
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1T T T
1 1 1

0

0

q h h h

h

n q h n n h n h n n

X X U W U X U X U W U

S

X X U W U X U X U W U

−

×

−

×

  ∆ ∆  
 =
 
  ∆ ∆  

 ， 

最小化下面关于 β 的轮廓非线性最小二乘函数 

( ) ( ) ( ){ }2T

1

ˆ , ,
n

c i i i c i i
i

Q Y X U g Zβ δ θ β β
=

= − −∑ ， 

可得完全数据方法下轮廓非线性最小二乘估计量 ˆ
cβ ，此时把 ˆ

cβ 代入 ( )0
ˆ ;c u βΨ 和 ( )0

ˆ ,c uθ β 可得

( )0 ;u βΨ 的估计量 ( )0
ˆˆ ;c u βΨ 和 ( )0 ,uθ β 的估计量 ( )0

ˆ ˆ,c uθ β 。 
引入以下标记： 

( )
11, 1, dj

j hu K u uµ = ∫ ， ( )
1

2
1, 1, dj

j hu K u uν = ∫ ， ( ) ( )( )T |u E V XX U uπΓ = = ，

( ) ( ) ( )( )T
0, |u E V Xg Z U uπ β′Φ = = ， 

定理 2.1 设条件 C1-C8 成立， 0β 为参数真值，则 ( ) ( )2 1
0

ˆ 0,D
cn Nβ β σ −− → Σ ， 

其中， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T 1
0 0, ,E V g Z g Z E U U Uπ β β −   ′ ′Σ = − Φ Γ Φ   。 

定理 2.2 设条件 C1-C8 成立，对于任意的 0u ∈Ω，有 

( ) ( ) ( ) ( )2 0 0
1 0 0 0 1 1 2 1

1ˆˆ ; 0,
2 0

D
c c

u
nh u u h N

θ
β µ

 ′′ 
Ψ −Ψ − → Σ  

  
，  
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其中， ( ) ( )1 1,02 1
21 0 0

1,2 1,2

0
0

f u u
ν

σ
ν µ

− −
−

 
Σ = Γ ⊗ 

 
。 

特殊地， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 12 2
1 0 0 0 1 1 2 0 0 1 0 0 0

1ˆ ˆ, 0,
2

D
c cnh u u h u N f u uθ β θ µ θ σ ν − − ′′− − → Γ  

， ， 。 

3. 本论文需要的正则条件及证明 

本论文需要的正则假设条件如下，这些正则假设也可以从 Li 和 Mei (2013) [1]，Xiao 和 Chen (2018) 
[4]以及其他一些文献中找到： 

C1：随机变量 U 具有有界支撑Ω，其密度函数 ( )f u 在Ω上具有有界的二阶导数且在支撑Ω上有界

远离 0。 
C2：所有的系数函数 ( ){ }, 1, ,j u j qθ =  具有连续二阶导数。 

C3：对于任何 Z， ( ),g Z β 是一个关于 β 的连续函数且二阶导数连续。 

C4：存在一个正数 2.5s > 使得 ( )2sE X < ∞， ( )( )2
,

s
E g Z β′ < ∞，且存在某个 10 2 sδ −< < − 使得

2 1
1n hδ − → ∞，其中 ⋅ 为欧式范数。 

C5 ： β 的 某 一 邻 域 内 满 足 ( ) 2E g β ⊗ ′ < ∞  ， ( )( ) 2
|E E g Uβ

⊗ ′ < ∞  
， ( ) 4

E g β ′ < ∞  
，

( ) 4
,E g Z β′ < ∞， ( ) 4

,E Vechg Z β′′ < ∞。 

C6：核权函数 ( )1 ·K 和 ( )2 ·K 具有紧支撑的对称密度函数，并满足 Lipschitz 条件，且函数

( ) ( )3 3
1 1,K Kµ µ µ µ′   

有界， ( )4
1 dKµ µ µ < ∞∫ ，当 n →∞，窗宽 ih 满足 8 0inh → ， ( )22 loginh n →∞， 0ih → ， inh →∞，

1,2i = 。 

C7： ( )UΓ 对任何 u∈Ω是非奇异的， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1* * *, , , , ,U U U U U U− −Γ Γ Γ Γ Φ Φ 均满足 Lipschitz。 
C8：缺失概率 ( ),Vπ ω 关于ω 二阶可导且存在常数 0C ，使得 ( ) 0inf , 0V Cπ ω ≥ ≥ 。 
在证明定理 2.1 和定理 2.2 之前先给出下面引理 1 和引理 2， 
引理 1 假定条件 C1~C8 成立，则当 n →∞，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

T
1

1 2

1 01 1
0h h p nX u W u X u f u u O c

n µ
 

 ∆ = Γ ⊗ +   
 ，

           (3.1) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

T T
1 0

1 1,0 1h p nX u W u g f u u O c
n

β′  ∆ = Φ ⊗ +              (3.2) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

T T
1 0 0

1 1,0 1h p nX u W u M u u f u O c
n

θ  ∆ = Γ ⊗ +             (3.3) 

( ) ( ) ( )
1

1
2T 1

1
1

log 11
h p

h
X u W u O

n nh
ε

 
   ∆ =      
 

                     (3.4) 

其中
( )

1
2

12
1

1

log 1
n

h
c h

nh
  = +  
  

。 

证明：容易得到以下结果 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 1

1 1

T
1

T T
1, 1,

1 1 1
2

T T
1, 1,

1 11 1

1

1 1

1 1

h h

n n
i

i i i h i i i i h i
i i

n n
i i

i i i h i i i i h i
i i

X u W u X u
n

U u
X X K U u X X K U u

n n h

U u U u
X X K U u X X K U u

n h n h

δ δ

δ δ

= =

= =

∆

− − − 
 =   − − − −    

∑ ∑

∑ ∑

 

根据 Mack 和 Silverman (1982) [5]命题 1 及迭代期望，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1
2

1T 2
1, 1

1 1

log 11

1

n

i i i h i p
i

p n

h
X X K U u u f u O h O

n nh

u f u O c

δ
=

 
   − = Γ + +      
 

 = Γ + 

∑
              (3.5) 

根据和(3.5)相似的证明方式，有 

( ) ( ) ( )
1

1
2

1T 2
1, 1

1 1 1

log 11 n
i

i i i h i p
i

hU u
X X K U u O h O

n h nh
δ

=

 
 −   − = +      
 

∑  

( ) ( ) ( ) ( )
1

2
T

1, 1 2
1 1

1 1
n

i
i i i h i p n

i

U u
X X K U u u f u O c

n h
δ µ

=

 −
 − = Γ +   

 
∑ ，  

因此，(3.1)式得证，利用相似的方式可证(3.2)，(3.3)和(3.4)式。 
引理 2 假定条件 C1~C8 成立，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1

TT
0 0

1 1 1n h n h pg I S I S g o
n

β β′ ′− ∆ − = Σ +                   (3.6) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T 1
0 0, ,E V g Z g Z E U U Uπ β β −   ′ ′Σ = − Φ Γ Φ    

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1

TT 2
0 0

1
n h n h n p ng I S I S Y g O c

n
β β ξ′ − ∆ − − = +                 (3.7) 

其中 ( ) ( ) ( ){ }1T
0 0

1

1 , , |
n

n i i i i i i i i
i

g Z E g Z X U U U X
n

ξ δ β β ε−

=

 ′ ′= − = Γ ∑  

证明：结合(3.1)和(3.2)式，我们可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1T T 1T T
1 1 0,0 1h h h p nX X u W u X u X u W u g X u u O cβ

− −  ′  ∆ ∆ = Γ Φ +    

根据弱大数定律和上面的式子，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

TT T2 1
0 0

1 1 1 1 1n h n h p p n pg I S I S g o O c E U U U o
n

β β − ′ ′  − ∆ − = Σ + + Φ Γ Φ +    

在条件 C6 下， ( )2 1nc o= ，因此(3.6)式成立。下一步我们证明(3.7)式 

令 ( ) ( )( )TT T
0 1 0 1 0, , n nM X U X Uθ θ=  ，根据(3.1)式和(3.3)式，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1T TT T
1 1 0 0,0 1h h h p nX X u W u X u X u W u M X u O cθ

−
   ∆ ∆ = +    
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因此， ( ) ( ) ( ) ( )1 1

TT 2
0 0

1
n h n h p ng I S I S M O c

n
β′ − ∆ − =  

再根据(3.1)式，(3.4)式和 ( )| 0E Vε = ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1T TT
1 1,0 h h h p nX X u W u X u X u W u O cε

−
 ∆ ∆ =   

此时 

( ) ( ) ( ) ( )1 1

TT 2
0

1
n h n h n p ng I S I S O c

n
β ε ξ′ − ∆ − = +  

因此 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1

TT 2
0 0

1
n h n h n p ng I S I S Y g O c

n
β β ξ′ − ∆ − − = + ，(3.7)式子得证。 

定理 2.1 的证明：根据 Li 和 Mei (2013) [1]定理 1 的证明，可类似证明 ˆ
cβ 的一致性，即对于充分小的

a，有 

( ) ( )0 0lim sup 1c cn t a
P Q t Qβ β

→∞ =

 
+ > = 

 
                           (3.8) 

以及 ( ) ( ){ }3T * T2c pt Q t n t t O tβ′′ = Σ + ，此处细节省略，下面证明 ˆ
cβ 的渐近正态性， 

又 ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2 TTT

1

ˆ , ,
n

c i i i c i i n h n h
i

Q Y X U g Z Y g I S I S Y gβ δ θ β β β β
=

= − − = − − ∆ − −      ∑  

和 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1

TT
0 0 02c n h n hQ g I S I S Y gβ β β′ ′= − − ∆ − − ， 

由(3.7)式，我们可以得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1

TT 2
0 0 0

1 2 2c n h n h n p nQ g I S I S Y g O c
n n

β β β ξ′ ′= − − ∆ − − = − +  

根据泰勒展开 

( ) ( ) ( ) ( )T*
0 0

ˆ ˆ0 c c c c cQ Q Qβ β β β β′ ′ ′′= = + − ， 

结合 ( ) ( ){ }*1 1 1
2 c pQ o

n
β′′ = Σ + ，有 ( ){ }( ) ( )0

ˆ1 1 1p c n pn o n oβ β ξΣ + − = + ， 

注意到， ( ) ( ) ( ){ }1T
0 0

1

1 , , |
n

n i i i i i i i i
i

n g Z E g Z X U u U X
n

ξ δ β β ε−

=

 ′ ′= − = Γ ∑ ， 

根据 Slutsky 定理和中心极限定理，可得 ( ) ( )2 1
0

ˆ 0,D
cn Nβ β σ −− → Σ 。 

定理 2.2 的证明：根据 ( )0
ˆˆ ;c cu βΨ 的定义，我们可以得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1 1

1 1 1

1T T
0 0 1 0 0 0 1 0 0

1T T
0 1 0 0 0 1 0

1T T
0 1 0 0 0 1 0 0

1 2 3

ˆˆ ;

ˆ, ,

c c h h

h h h

h h h c

def

u X u W u X u X u W u M

X u W u X u X u W u

X u W u X u X u W u g Z g Z

I I I

β

ε

β β

−

−

−

 Ψ = ∆ ∆ 

 + ∆ ∆ 

  − ∆ ∆ −   

= + −
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易知 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1

121T T 2
3 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0

ˆ ˆ
h h h c p c pI X u W u X u X u W u g O O nβ β β β β

−−     ′= ∆ ∆ − + − =         
 

下一步计算再计算 1I ，因为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1

T T 2 T
0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0

T 2
0 1 0 1

1
2h h h h

h n

X u W u M X u W u X u u h X u W u A u

X u W u I o h

∆ = ∆ Ψ + ∆

+ ∆
 

其中， ( )

( )

( )

2
T1 0
1 0 0

1

0

T1 0
0 0

1
n

U u
X u

h
A u

U u
X u

h

θ

θ

  − ′′ 
  
 =  
  − ′′    

 。 

又 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

TT
0 1 0 0 0 0 1,2 0,0 1h p nX u W u A u nf u u O c uµ θ ′′ ∆ = Γ ⊗ +  ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1

TT 2 2
0 1 0 1 0 0 1| 1,0 1h n p nX u W u I o h nf u E V X U u O c o hπ  ∆ = = ⊗ +  ， 

此时 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1

1T T 2 20 0
1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 2 1

1
2 0h h h p

u
I X u W u X u X u W u M u h o h

θ
µ

− ′′ 
 = ∆ ∆ = Ψ + +  

 
，  

因此， ( ) ( ) ( ) ( )2 50 0
1 0 0 0 1 1 2 1 2 1 1

1ˆˆ ;
2 0c c p

u
nh u u h nh I O nh h

θ
β µ

 ′′ 
Ψ −Ψ − = + +  

  
， ， 

容易推导 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

11 1 T
12 0 0 0 1 0

1,2

1 01 1
0 p n hI f u u O c X u W u

n
ε

µ
−− −

−

 
 = Γ ⊗ + ∆   

 
， 

又因为 

( ) ( )
( )

( )

1

1

1

1, 0
1T

0 1 0
0

1, 0
1 1

1
1

1

n

i i i h i
i

h n
i

i i i h i
i

X K U u
n

X u W u
U un X K U u

n h

δ ε
ε

δ ε

=

=

 − 
 ∆ =
 −

− 
 

∑

∑
 

和 ( ) ( ) ( )1

T *
1 0 1 0

1 0,D
hnh X u W u N

n
ε∆ → Σ ，其中 ( ) ( ) 1 0* 2

0 0
1,2

0
0

u f u
ν

σ
ν

 
Σ = Γ ⊗ 

 

，
， 

最后我们可以得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

11 1 T
1 2 0 0 1 0 1 01

1 2

1 1 02 1
0 0 2

1 2 1 2

1 0 11
0

0
0,

0

p n h

D

nh I f u u O c nh X u W u
n

N f u u

ε
µ

ν
σ

ν µ

−− −
−

− −
−

 
 = Γ ⊗ + ∆   

 
  

→ Γ ⊗     

，

，

， ，

 

现在定理 2.2 的证明完成。 
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