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Abstract 
In recent years, with the development of science and technology, more and more people pay more 
attention to flapping wing aircraft. Due to the obvious advantages of flapping wing aircraft com-
pared with fixed wing and rotor aircraft, many countries have invested huge sums of money to 
carry out basic research on this project, which has greatly strengthened the research in this field. 
Consistent formation control, as an important research branch of flapping wing aircraft, has at-
tracted more and more attention from scholars in different fields. The flapping wing aircraft is 
considered as an agent, and the following work is focused on the multi-agent consensus formation 
control system: first of all, the article introduces the knowledge of algebraic graph theory for 
studying the subject and describes the topological structure of multi-agent with the graph theory 
and matrix analysis. It also elaborates the theory of verifying the stability of the consistency, the 
first-order system and the control protocol of the two-order system with leaders. Secondly, the 
first order system of multi-agent, the model of two-order system and the concept of leader are in-
troduced, and the control protocol is given respectively. Among them, the two-order system with 
leader gives two different models, namely, the two-order system with only one leader, and the 
two-order system with many leaders. Finally, for the two-order consensus formation control sys-
tem with one master leader, the mathematical model is used to prove the correctness of the model. 
At the same time, the correctness of the theory is verified by computer simulation results. 
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摘  要 

近年来，随着科学技术的发展，扑翼飞行器的研究受到了领域更多人的重视。由于扑翼飞行器与固定翼

和旋翼飞行器相比具有明显的优势，许多国家斥巨资对此项目进行了各项基础研究，大大加强了在此领

域的研究力度。一致性编队控制作为扑翼飞行器的一个重要研究分支，受到了不同领域的学者们越来越

多的关注。将扑翼飞行器看成一个智能体，则本文就着重对多智能体一致性编队控制系统做了如下一些

工作：首先，介绍了研究该课题应具备的代数图论知识，并运用图论与矩阵分析描述了多智能体之间的

拓扑结构，介绍了验证一致性稳定性的理论，以及一阶系统、带领导者的二阶系统的控制协议。其次，

介绍了多智能体的一阶系统、二阶系统的模型以及领导者的概念，并分别给出了控制协议。其中，带领

导者的二阶系统给出了两种不同情况的模型，分别为：仅有一位主领导者的二阶系统和多位领导者并行

的二阶系统。最后，对于所给出的具有一位主领导者的多智能体二阶一致性编队控制系统，运用数学的

方法，从理论上证明了模型的正确性，同时利用计算机模拟仿真的结果也验证了理论的正确性。 
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1. 引言 

因为微型扑翼飞行器(FMAV)在低空探测、认知搜救、突然袭击、城市作战等方面有着固定翼和旋翼

无法比拟的优势，引起了各国研究人员的广泛关注和极大兴趣。目前较前沿的研究成果有：美国蜂鸟飞

行机器人 Nano hummingbird、麻省理工学院的 Phoenix 普以及哈佛 Wood 团队研发的一款飞行昆虫机器

人以及德国 Festo 公司的 SmartBird 等[1] [2]。 
近些年来，随着无人机编队控制的发展，人们对扑翼飞行器的研究又走向了一个新高度。其中，

将扑翼飞行器看成是一个智能体，那么对智能体一致性编队控制系统的研究一直在开展中。关于多智

能体一致性编队控制系统问题的研究起源于 Reynolds 等学者模拟鸟群飞行运动提出的 Boid 计算机模型。

该模型提出了三条规则：分离(Separation)，聚合(Cohesion)和速度匹配(Alignment)，这也成为之后许多

学者们研宄群集问题广泛使用的规则[3] [4] [5] [6]。而真正开创性的工作是匈牙利物理学家 Vicsek 提出

的模型[7]。 
为了尽可能地发挥单个扑翼飞行器的作用，实现多个扑翼飞行器协同编队飞行的控制、决策和管理，

从而提高扑翼飞行器完成任务的效率，拓宽使用范围，达到安全、高可靠性地执行各种任务的目的[8]。
多智能体编队一致性飞行的概念应运而生，即将多架具有自主功能的智能体，按照一定的结构形式在三

维空间中进行排列，使其在飞行过程中保持稳定的队形，并能根据外部情况和任务需求进行动态调整，

以体现整个机群的协同一致性，并能完成飞行任务的规划和组织。 
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2. 基于多智能体的拓扑结构理论基础 

多智能体系统一致性理论涉及众多领域中的问题，其中包括无人机编队的自主控制。但因为面对不

同领域所设计的模型、所采用的一致性协议，都不一样，所以应该从最基本的理论根据实际情况构建所

需的模型。 
多智能体系统一致性理论的研究是以图论与矩阵论为基础发展而来的。用图论来描述多智能体之间

的通信拓扑结构[9]，进而建立模型，再利用矩阵分析特征值和谱半径等指标，最后得出编队控制的稳定

性分析，并取得一致性稳定判据。因此，我们先介绍代数图论的基本知识。 
令图为 { }G V, ,= Ε Α ，其中 { }1 2V , , , nv v v= � 是顶点集合，顶点 iv 表示第 i 个智能体， 

( ){ }, : , V,i j i jv v v v i jΕ ⊆ ∈ ≠ 是边的集合，( ),i jv v 是一有向边，表示智能体 iv 的信息可以传递给智能体 jv ，

jv 叫做 iv 的邻居，记 iv 的所有邻居组成的集合为 ( ){ }V : , Ei i jN j v v= ∈ ∈ 。 ( ), 1,2,ija i j n Α = =  � 表示图

G 的邻接矩阵，反映点与边之间的关系，其中 ( ) ( )0 , , 0 , , 0, Vij ij iia i j a i j a i> ⇔ ∈Ε = ⇔ ∉Ε = ∈ 。 

令矩阵 { }D diag , Vid i= ∈ ，其中
i

i ij
j N

d a
∈

= ∑ ，为 A 的第 i 行元素之和，即节点 i 的出度。 

矩阵 D AL = − 是图G 的 Laplace 矩阵 ( ), 1, ,ijL l i j n = =  � 定义为： 

, ,
, ,

0, .
i

ij i

ij
ij j N

a j N
a j il

∈

− ∈
 == 



∑

其它

 

3. 多智能体一致性编队控制问题的理论研究 

3.1. 一阶系统一致性编队控制问题 

ix 表示第 i 个智能体的相关参数，如：位置，速度，加速度等，最后的多智能体系统[10]中所有的

多智能体的参数信息都将趋于一致。 
一阶系统的模型为： 

ix u=�                                            (1) 

其中 iu 为控制协议。Saber 在文献[11]中提出的线性系统分布式一致性协议如下： 

( ) ( )( )
i

ij i j
j N

x a x t x t
∈

= − −∑�                                     (2) 

其中 ( )0i ix z R= ∈ 。 
一阶系统的一致性稳定判据已经得到了理论证明，参考文献[12]给出的一致性稳定判据，只要通信拓

扑结构中含有最小生成树[13] [14]就可以实现渐近一致性稳定[15]。 

3.2. 带领导者二阶系统一致性编队控制问题 

3.2.1. 一位主领导者的模型描述与分析 
对于带有一位主领导者[16]的二阶系统，其动态模型为： 

( ) ( )
( ) ( )

,

.
i i

i i

x t v t

v t u t

=


=

�

�
                                        (3) 

其中 0,1,2, ,i n= � ， ix R∈ 表示位移， iv R∈ 表示速度， iu R∈ 表示控制输入， 0i = 代表的是领导者。其

拓扑结构可简化为图 1。 
我们给出一致性协议[17]形式如下： 
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Figure 1. With a master leader 
图 1. 多带一位主领导者 

 

( ) ( ) ( ) ( )0 0
0

n

i ij i j i i i j i i
j

u a x x b x x v v b v vγ
=

  = − − + − + − + −  ∑ .                   (4) 

其中 ija 表示节点 i 与节点 j 之间的权值， 0ija > 表示有信息传递，否则 0ija = ， ib 表示领导者向与其邻接

的成员传递信息的权值， 0γ > 是调整因子。当系统最终实现一致性，即当 t →∞时， 0i jx x− → ，

0i jv v− → 。 
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则得到拉普拉斯矩阵 
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( )

0

1 1 1 1
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d
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L

b d b d
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 − + =
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令 [ ]T0, , nx x x= � ， [ ]T0, , nv v v= � ，应用协议(4)，模型(3)可以写成矩阵的形式，如下： 

x x
v v
   

= Γ   
   

�
�

                                         (5) 

其中，
( )( ) 11 1

1 1

0 nn n

n n

I

L Lγ
++ +

+ +

 
Γ =  

− −  
， 1nL + 是不对称的 Laplace 矩阵。 

在求解 Γ的特征值之前，我们首先求解 ( )( )2 1det 0nIλ + − Γ = ， ( )( )2 1det nIλ + − Γ 为矩阵 Γ的特征多项式，

则有下面式子： 

( )( ) 1 1
2 1

1 1 1

det det n n
n

n n n

I I
I

L I L
λ

λ
λ γ

+ +
+

+ + +

−  
− Γ =   +  

                           (6) 

( )( )2
1 1det 1n nI Lλ γλ+ += + +                              (7) 

以及： 

( ) ( )1 1
0

det
n

n n i
i

I Lλ λ η+ +
=

+ = −∏                                   (8) 

其中 iη 是 1nL +− 的第 i 个特征值。通过上面这三个式子(6) (7) (8)，可以得到： 

( )( ) ( )( )2 2
1 1

0
det 1 1

n

n n i
i

I Lλ γλ λ γλ η+ +
=

+ + = − +∏                            (9) 
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由式子(9)，可知，通过求解 ( )2 1 iλ γλ η= + 便能够求解式子(7)的根。因此， Γ的特征值如下： 
2 2 4
2

i i i
i

γη γ η η
λ ±

± +
=                                     (10) 

其中 iλ + 和 iλ − 是矩阵 Γ关于 iη 的特征值。 
从特征值的式子(10)可以看出，如果 L− 含有 m 个零特征值，则 Γ就有 2m个零特征值。因为 L− 行向

量之和为零，所以 L− 关于向量 1 至少有一个零特征值，那么 Γ就至少有 2 个零特征值。不失一般性，我

们令 0i iλ λ+ −= = 。此外， L− 是对角占优矩阵且对角元素是非正的，可知 L− 的所有非零特征值均有负实

部。 
引理 3.1：控制协议(4)渐近收敛到一致的条件是矩阵 Γ含有两个零特征值，且其余所有特征值均有负

实部。即当 t →∞时， ( ) ( )T T1 0 1 0x p x t p v→ + ， ( )T1 0v p v→ ，其中 1np R +∈ ，是 L− 关于零特征值的非负

左特征向量且 T1 1p = 。 
证明：充分性。 

令
T T,a bq q q =  是矩阵 Γ关于零特征值的特征向量，其中 1, n

a bq q R +∈ ，有： 

1 1

1 1

0 0
0

n n a

n n b

I q
q

L L qγ
+ +

+ +

     
Γ = =     − −     

                                (11) 

计算可知 0bq = ， 1 0n aL q+− = 。 aq 是矩阵 1nL +− 关于零特征值的特征向量。当矩阵 Γ含有两个零特征

值时， 1nL +− 便有一个零特征值，因此 1nL +− 只含有一个关于零特征值的线性独立特征向量 aq ，反过来矩

阵 Γ就只有一个关于零特征值的线性独立特征向量
TT T,0aq q =   。将 Γ写成 Jordan 标准型[18]： 

1PJP−Γ =                                          (12) 

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

T
1 2 1

1 2 1 1 2
T
2 12 1 2 1

0 1 0

, , 0 0 0

0 0

n

n n

nn n

v
w w

vJ

×

+ ×

+× ×

   
    =         ′    

� �                          (13) 

其中
( ) ( )2 1 , 1, ,2 1n

jw R j n+∈ = +� ，为 Γ的右特征向量或者广义特征向量，
( ) ( )2 1 , 1, ,2 1n

jv R j n+∈ = +� 为 Γ
的左特征向量或者广义特征向量， J ′是非零特征值 ( ), , 2, , 1i i i nλ λ+ − = +� 的 Jordan 对角矩阵。 

不失一般性，我们令
T T

1 ,0Iω  =  ，
TT T

2 0 , Iω  =   ，其中 1ω ， 2ω 分别为矩阵 Γ关于特征值 0 的特征

向量和广义特征向量。矩阵 Γ有两个零特征值，那么 L− 只有一个零特征值，即存在一个非负向量 p ，其

中 T 0p L = ， T1 1p = 。
TT T

1 ,0v p =   ，
TT T

2 0 ,v p =   分别为矩阵 Γ关于特征值 0 的广义左特征向量和左特

征向量。其中： T
1 1 1v w = ， T

2 2 1v w = 。特征值 , , 1,2, , 1i i i nλ λ+ − = +� 有负实部，有 

( )

( )

( ) ( )

1 2

1 1
1 2

2 1 2 1

1

0 1
n

t Jt
n

J t
n n

t O

e Pe p A P O p

O O e

×

Γ − −
×

′
× ×

 
 

= =  
 
  

， 

当 t →∞时，收敛到
( ) ( )

T T

T
1 1

1 1
0 1n n

p t p
p+ × +

 
 
  

， 

注意到当 t →∞时，
( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

T T

T
1 1

1 1 0
0 1 0n n

p t px t x
pv t v+ × +

    
→     

     
， 
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由上可知 t →∞时， ( ) ( ) ( )T T1 0 1 0x t p x t p v→ + ， ( ) ( )T1 0v t p v→ ，所以，t →∞时， ( ) ( ) 0i jx t x t− → ，

( ) ( ) 0i jv t v t− → ，多智能体系统趋于一致。 

必要性：假设矩阵Γ有两个零特征值，其他所有非零特征值均有负实部这个充分条件不成立，注意

到矩阵 Γ至少有两个零特征值，如果充分条件不成立，那么矩阵 Γ的零特征值多于两个或者至少有一个

其他非零特征值有正实部。不失一般性，我们令 1 2 0ξ ξ= = ， ( )3Re 0ξ ≥ ，其中 , 1, ,2 2k k nξ = +� 表示矩

阵Γ的第 k 个特征值， ( )Re ⋅ 表示实部。令 [ ]klJ j= 为矩阵 Γ的 Jordan 标准型， , 1, ,2 2kk kj k nξ= = +� ，

可知 lim 0, 1,2,3
tjkk

t
e k

→∞
≠ = 。反过来说明 lim Jt

t
e

→∞
的前三行是线性独立的，因此， lim Jt

t
e

→∞
的秩至少为 3，那么

lim t

t
eΓ

→∞
的秩至少为 3。只有当

T

T

1
lim

1
t

t

p
e

q
Γ

→∞

 
→  

 
时系统渐近趋于一致，其中 p和 q 是 1n × 的向量。结果 lim t

t
eΓ

→∞

的秩不可能超过 2，与假设矛盾。 
引理 3.2：如果矩阵 L− 只有一零特征值且其它非零特征值都有负实部，那么对于所有的 0γ > ，一致

性协议(4)渐近收敛。 
欲证系统实现一致性的充分条件是网络拓 G 含有(有向)生成树，我们还需要给出下面引理： 
引理 3.3：只有当有向权重图G 含有(有向)生成树时，其拉普拉斯矩阵 L 只有一个零特征值且其他非

零特征值都具有负实部。 
定理 3.1：只有系统信息拓扑图含有(有向)生成树时，一致性协议(4)才能渐近收敛。 
证明：如果一致性协议(4)渐近收敛，我们由引理 3.1 知矩阵 Γ有两个零特征值，因此拉普拉斯矩阵 L

只有一个零特征根，再由引理 3.3 知网络拓扑G 需含有(有向)生成树。 
下面我们给出系统实现一致性的必要条件，首先给出下面的引理： 

引理 3.4：令
( )2 4

2
γη α γη α η

ρ±

− ± − +
= ，如果 ( )0,Re 0α η≥ < ，

( )
( )

1

2
Reπcos tan

2 Im

γ
η

η
η

−

>
 −

⋅ − 
 

，

那么 ( )Re 0ρ± < ，其中 ( )Re ⋅ 表示实部。 

定理 3.2：一致性协议(4)渐近实现一致的充分必要条件是系统网络拓扑含有(有向)生成树且 

                         

( )
( )

0
1

2max
Reπcos tan

2 Im
i i

i
i

η
γ

η
η

η

≠
−

>
 −

⋅ − 
 

                         (14) 

其中 1,2, , 1i nη = +� 为矩阵 L− 的特征值， ( )Re ⋅ 和 ( )Im ⋅ 分别代表实部和虚部。 
证明：如果信息网络拓扑图含有(有向)生成树，由引理 3.3 可知 L− 有一个零特征值其他所有非零特

征值有负实部，不失一般性，令 1 0η = ， ( )Re 0, 2, , , 1i i n nη < = +� ，于是 Γ有两个零特征值，非零特征值

都具有负实部，如果式(14)成立，那么由引理 3.4 知 ( )Re 0, 2, , , 1i i n nλ ± < = +� ，其中 iλ ± 是Γ关于 iη 的特

征值，最后由引理 3.1 可以得出系统会渐近收敛到一致。 

4. 仿真分析 

4.1. 带一位主领导者的二阶多智能体系统仿真分析 

网络拓扑结构如图所示。系统中 0A 为主领导者，其余为智能体，该系统的 Laplace 矩阵可以写成对

角阵，则该 Laplace 矩阵只有一个零特征值与其它具有负实部的非零特征值，那么该系统最后可以达到一

致性。 
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其中，令 1ija = ， 1ib = ， 1γ = ， ( ) ( )0 0.2 1ix i= − ， ( ) ( )0 0.1 1iv i= − ， 1,2,3,4i = ，则，显然有， ( )1 0 0x = ，

( )2 0 0.2x = ， ( )3 0 0.4x = ， ( )4 0 0.6x = ， ( )1 0 0v = ， ( )2 0 0.1v = ， ( )3 0 0.2v = ， ( )4 0 0.3v = 。 
仿真结果如下所示。 
由图 2 可见，带有一个主领导者的二阶多智能体系统的位置、速度都随着主领导者的变化而变化，

最终都收敛到一致。 

4.2. 多位主领导者并行的二阶多智能体系统仿真分析 

网络拓扑结构如图 3 所示。 
其中， 1 2,A A 是并行的主领导者， 3 4,A A 为其余多智能体。由于每个领导者之间是并行的，互不影响，

故该系统无法收敛到一致。由理论分析可知： L− 至少含有两个零特征值，那么 Γ就至少含有四个零特征

值，所有该系统是无法收敛到一致的，仿真结果如图 4 所示。 
由图 4 可见： 1 3,A A 是收敛到一致的，因为 3A 只受到主领导者 1A 的影响，而 4A 不仅直接受到主领导 

 

 
(a)                                                     (b) 

Figure 2. (a) Position-Time Simulation; (b) Velocity-Time Simulation 
图 2. (a) 位置—时间仿真；(b) 速度—时间仿真 
 

 
Figure 3. With more master leaders 
图 3. 多位主领导者并行 
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(a)                                                     (b) 

Figure 4. (a) Position-Time Simulation; (b) Velocity-Time Simulation 
图 4. (a) 位置—时间仿真；(b) 速度—时间仿真 
 

者 2A 的影响，还通过 3A 间接受到主领导者 1A 的影响。其中，仿真过程中将主领导者 2A 的速度设置为恒

定的。可以得出，多个主领导者并行的二阶多智能体系统是无法收敛到一致的。 

4.3. 总结 

本文主要研究了一阶多智能体系统一致性问题，三种带领导者的二阶多智能体系统一致性问题。通

过数学模型和设计控制协议，对一阶系统和三种带领导者的二阶系统进行描述，并用计算机对三种带领

导者的二阶系统在对应的控制协议与拓扑结构下进行仿真分析，反映出了带有领导者的多智能体系统收

敛一致性的情况，以及得出了影响系统一致性的因素，对于带领导者的二阶系统的编队情况做了较为详

细的分类，深入地认识到领导者在多智能体系统中所占据的重要作用。 
本文是在线性系统、同步信息交互和主领导者绝对影响次领导者与其它多智能体的理想情况下进行

研究的，然而在实际中，速度往往是非线性的，信息交互是异步的，次领导者与普通多智能体成员会通

过反馈影响主领导者。所以，在下一步的研究工作中，将致力于非线性、异步以及设计带有反馈的控制

协议。 
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