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摘  要 

本文研究了群作用和Zermelo选择公理构造出一类一维不可测集，为了得到主要结果，进行了n维不可测

集的构造，在群作用和Zermelo选择公理的前提下，用构造的方法给出了n维不可测集，从而证明了一类

n维不可测集的存在性，且给出了该类型不可测集的内侧度为零。 
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Abstract 
In this paper, a class of one-dimensional unmeasurable sets is constructed by studying group ac-
tion and Zermelo choice axiom. In order to get the main result, the dimensional unmeasurable sets 
are constructed. Under the premise of group action and Zermelo choice axiom, the dimensional 
unmeasurable sets are given by constructing method, thus proving the existence of a class of di-
mensional unmeasurable sets. The inner degree of this type of unmeasurable set is zero. 
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1. 基本概念 

定义 1.1 [1]设 E 为 nR 中的点集，如果对于任何点集T 都有 

( ) ( )cm T m T E m T E∗ = ∗ + ∗   

则称 E 为Lebesgue可测集，简称为可测集。这时 E 的Lebesgue外侧度m E∗ 即称为 E 的侧度，记为mE 。 
定义 1.2 [2]非空集合G 称为一个群，如果在G 中定义了一个代数运算，叫做乘法“ ⋅”。若“ ⋅”满

足以下条件： 
(1) “ ⋅”符合结合律； 
(2) 存在 e G∈ ，使得对任意的 a G∈ ，有 

;a e e a⋅ = ⋅  

(3) 对于任意的 a G∈ ，存在b G∈ ，使得 
.a b b a e⋅ = ⋅ =  

定理 1.3 [3] (Zermelo 选择公理)设 { }|S A Iα α= ∈ 是一族两两不相交的非空集合，其中 I 是指标集，

则存在集合 L 满足下列条件： 
(1) 

I
L Aα

α∈
⊂ 

。 
(2) 集 L 与 S 中每个集 Aα 有且仅有一个公共元素。 

2. n 维不可测集的构造 

定理 2.1 如果存在一个群 ( ),G ⋅ 满足 nG R⊆ ， ( ) 0m G > ，以及一个可列子群 { }1 2 3, , , , ,n
hQ r r r r=   ，

其中 ( )1 2, , , n
i i i inr r r r R= ⋅⋅⋅ ∈ ，对任意的 ( )1 2, , , n

i i i inr r r r Q= ⋅⋅⋅ ∈ ，任意的 ( )1 2, , , nx x x x G= ⋅⋅⋅ ∈ ，做一个变换

( )1 1 2 2, , ,i i i in nx r x r x r x r x→ ⋅ = ⋅⋅⋅ ，满足以下三个条件： 
① 当集合 E G⊆ 是一个可测集时， n

ir Q∀ ∈ ， { }:
ir iT E r x x E= ⋅ ∈ 仍然是一个可测集； 

② 当 0mE = 的时，对任意的 n
ir Q∀ ∈ ，有 ( ) 0

ir
m T E = ； 

③ 当 E G⊆ ，且 ( ) 0m E > 时，存在 0δ > 和有限的 n 维开区间 

( ){ }1 2 3: , , , , | , 1, 2, ,n i i iI y y y y a y b i n= ≤ ≤ = ⋅⋅⋅ ， 

以及 nQ 的可列子集，仍记为 { }1 2 3, , , , ,n
hQ r r r r=   ，使得 ( ) ( )

ir
m T E m Eδ≥ ，其中 1,2,3,i = ⋅⋅⋅ ，且 

( )
1

ir
i

T E I
∞

=

⊆


。 

则对任意的 , nx y R∈ ，当 1 nx y Q−⋅ ∈ 时，记 ~x y 。那么“ ~ ”是一种等价关系，且将 nR 中的任意一

个有界正测度集合 B 分成若干个等价类，又由 Zermelo 选择公理，从每一个等价类中任意选取一个元素

构成一个新的集合 E ，那么集合 E 就是 Lebesgue 不可测集。 
证明：首先证明“ ~ ”是一种等价关系。因为 nQ 是一个可列子群，因此单位元素 ne Q∈ ，所以对任意

的 x G∈ ，有 1 nx x e Q−⋅ = ∈ ，即 ~x x ；当 ~x y 时，即 1 nx y Q−⋅ ∈ ，由子群的性质可知 ( ) 11 1 nx y y x Q
−− −⋅ = ⋅ ∈ ，

有 ~y x ；同理当 ~x y ， ~y z 时，即 1 nx y Q−⋅ ∈ ， 1 ny z Q−⋅ ∈ ，由子群的性质可知 

( ) ( )1 1 1 nx y y z x z Q− − −
⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ∈ ， 
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即有 ~x z ，因此便证明了“ ~ ”是一种等价关系。 
当 i j≠ 时，有

i jr rT E T E = ∅ .若不然，假设
i jr rT E T E ≠ ∅ ，则存在 1 2,e e E∈ ，使得 1 2i jr e r e⋅ = ⋅ ，

所以 1 1
1 2

n
i je e r r Q− −⋅ = ⋅ ∈ ，从而可知 1 2,e e 属于同一个等价类，这与集合 E 的构造矛盾.所以当 i j≠ 时，

ir
T E

与
jrT E 必定互不相交。 
假设集合 E 是可测集，那么集合 E 只能是有界正测度集或者零测度集，下面分两种情况来证明。 
当集合 E 是有界正测度集时，从条件③可知， 0δ∃ > 和有限的 n 维开区间 

( ){ }1 2 3: , , , , | , 1, 2, ,n i i iI y y y y a y b i n= ≤ ≤ = ⋅⋅⋅ ， 

以及 nQ 的可列子集，仍记为 { }1 2 3, , , , ,n
hQ r r r r=   ，使得 ( ) ( )

ir
m T E m Eδ≥ ，其中 1,2,3,i = ⋅⋅⋅ ，且

( )
1

ir
i

T E I
∞

=

⊆


，又因为{ }ir
T E 是两两互不相交的集族，由测度的可加性和单调性可知 

( ) ( )
11 1

,
i i

l n

r r i i
ii i

m T E m T E l m E b a Iδ
∞

== =

   
≥ ≥ > − =   

   
∏ 

 

其中
( )

1
I

l
m Eδ

 
= + 
  

，( [ ]⋅ 为取整运算)。 

但是，由 ( )
1

ir
i

T E I
∞

=

⊆


可得 

( ) ( )
11

i

n

r i i
ii

m T E m I b a I
∞

==

 
≤ = − = 

 
∏

， 

上述两个不等式相互矛盾，所以集合 E 不是有界正测度集。 
当集合 E 是零测度集时，从条件②可知， ( ) 0

ir
m T E = ，其中 n

ir Q∈ ， 1, 2,i = ⋅⋅⋅。又由测度的完全可

加性可知， 

1
0.

ir
i

m T E
∞

=

 
= 

 


 

又由集合 E 的构造以及测度的单调性知：由 ( )
1

ir
i

T E B
∞

=

⊇


可得 ( )
1

0
ir

i
m T E m B

∞

=

 
≥ > 

 


，由此导出矛盾， 

因此集合 E 不是零测度集。 
综上所述， E 是不可测集。 
推论 2.2 上述那样构造的不可测集 E 的内测度为零。 
证明：若 E 的内测度不为零，由内测度定义可知，存在闭集 F ，且 F E⊆ ，使得 ( ) 0m F > ，由条件

③可知，存在实数 0δ ′ > ，有限的 n 维开区间 

( ){ }1 2 3: , , , , , 1, 2, ,n i i iI y y y y a y b i n′ ′ ′= ≤ ≤ = ⋅⋅⋅ ， 

和 nQ 的一个可列子集，仍记为 { }1 2 3, , , , ,n
hQ r r r r=   ，使得 

( ) ( ) , 1, 2,3,
ir

m T F m F iδ ′≥ = ⋅⋅⋅， ( )
1 iri

T F I
∞

=
′⊆  

首先证明当 i j≠ 时，有
i jr rT F T F = ∅ 。若不然，假设

i jr rT F T F ≠ ∅ ，则存在 1 2,e e F E′ ′ ∈ ⊂ ，使得

1 2i jr e r e′ ′⋅ = ⋅ ，所以 1 1
1 2

n
i je e r r Q− −′ ′⋅ = ⋅ ∈ ，从而可知 1 2,e e′ ′属于同一个等价类，这与集合 E 的构造矛盾。所

以当 i j≠ 时，
ir

T F 与
jrT F 必定互不相交。 

再次，由测度单调性和可加性知 
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( ) ( )
1 1 1

i i

nl

r r i i
i i i

m T F m T F l m F b a Iδ
′∞

= = =

    ′ ′ ′ ′ ′≥ ≥ > − =   
   

∏  ， 

其中
( )

1
I

l
m Fδ
′ 

′ = + ′  
。 

另外，由测度单调性知， ( ) ( )
1 1

i

n

r i i
i i

m T F m I I b a
∞

= =

  ′ ′ ′ ′≤ = = − 
 

∏ 。 

上述两个不等式相互矛盾，所以假设 ( ) 0m F > 不成立。 
因此 ( ) 0,m F = 从而 E 的内测度为零。 
事实上，由定理 2.1 构造的不可测集是存在的。 
例 2.3 群 ( ),nR + ，其中“+”表示通常的两个向量的加法，对于处处稠密的可列子群 

{ }1,2,3,n
i i iQ r p iλξ= = + = ⋅⋅⋅
  

， 

其中 ( )1 2, , ,i i i inp p p p= ⋅⋅⋅


， ( )1 2, , ,i i i inξ ξ ξ ξ= ⋅⋅⋅


， ,ijp λ 为有理数， ijξ 为确定的某一无理数或零，

1,2,3, ; 1, 2, , .i j n= ⋅⋅⋅ = ⋅⋅ ⋅ 且满足 

( )1 1 2 2, , ,i i i i i i in inp p p pλξ λξ λξ λξ+ = + + ⋅⋅⋅ +
 

. 

显然定理 2.1 中的条件①，②成立。 
下面验证条件③也成立。 
如果 ( ){ }1 2 3, , , , , 1, 2, ,n i i iy y y y c y d iE I n≤ ≤ = ⋅= ⋅⋅⊆  是正测度集，取 1δ = ， i ia c= ， 1i ib d= + ，取

群 nQ 中的一个可列子集为 

{ }1 2
, , , ,

ik k kr r r⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
  

， 

其中 ( )1 1 2 2, , ,
i i i i i i i i ik k k k k k k k n k nr p p p pλξ λξ λξ λξ= + = + + ⋅⋅⋅ +
  

，且满足 0 1,
i ik j k jp λξ≤ + ≤ 1,2,3,i = ⋅⋅⋅ ；

1,2, ,j n= ⋅⋅⋅ 。 
由此可得定理 2.1 中的条件③成立。 
因此，由定理 2.1 构造的不可测集 E 是存在的。 

3. 结论 

证明了 E 维不可测集的构造在群作用和 Zermelo 选择公理的前提下，说明了 n 维不可测集的存在性；

并根据测度的可加性和单调性证明集合 E 不是有界正测度集；最后，构造的 n 维不可测集 E 是存在的且

该类型不可测集的内侧度为零。就 n 维不可测集来说依然存在许多问题尚未解决，比如延伸在线性空间

或者欧氏空间上，此类不可测集的构造是否还成立呢？对于未解决的问题而言，本文仅仅是对 n 维不可

测集构造进行的一些浅显的探讨，更深层次的探讨还需要再进一步的研究学习。 
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