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摘  要 

本文研究一类由布朗运动驱动的平均场型随机微分方程，此方程与平均场型最优控制问题紧密相关，

应用压缩映射定理给出了平均场型方程的存在唯一性定理，即当系统的系数关于状态和平均场满足

Lipschitz连续，关于时间平方可积，并且初始状态变量满足一定可积性条件时，方程具有唯一的强解。 
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Abstract 
This paper explores a class of mean-field stochastic differential equations (SDEs) driven by 
Brownian motion, which is closely linked with mean-field optimal stochastic control problems. We 
utilize the contraction mapping theorem to establish the existence and uniqueness of solutions for 
the mean-field SDEs. That is, when the coefficients of the system with respect to the state and the 
mean-field satisfy Lipschitz continuity, are square integrable with respect to time, and the initial 
state variables satisfy certain integrability conditions, the equation has a unique strong solution. 
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1. 引言 

平均场型随机微分方程，也称为 McKean-Vlasov 方程，用来描述大量微观粒子交互影响系统的演化

过程。具体来说，系统中每个粒子的行为均受到其它粒子的影响，平均场是度量这种相互作用对系统产

生平均贡献的数学工具。平均场型随机微分方程可以同时对大规模系统中个体的行为和集体的交互作用

进行建模，因而在现实领域有着广泛的应用：在物理学中用于研究粒子系统的热力学性质(见文献[1])；
在经济学中用来分析市场中价格形成等问题(见文献[2])。 

解的存在唯一性是随机微分方程理论研究的基础问题之一，在现有文献中迭代方法作为一种经典方

法，用于研究各种随机微分方程解的存在唯一性，例如：在文献[3]中 Evans 针对一类一般的随机微分方

程，通过构造迭代格式，利用鞅不等式、切比雪夫不等式以及无穷级数一致收敛和递推的方法，证明了

解的存在唯一性定理；在文献[4]中陈晨等学者简化了 Evans 的证明过程，利用 Cauchy-Schwarz 不等式和

Itô 公式，通过迭代方法得到了随机微分方程解的存在唯一性条件；文献[5]利用迭代的思想在广义

Hukuhara 可微条件下，得到了随机模糊分数阶微分方程解的存在唯一性定理；刘存霞在[6]中利用迭代方

法探讨了 G-布朗运动驱动随机微分方程解的存在唯一性；Li 等学者在文献[7]中证明了一般耦合平均场型

正倒向随机微分方程在 Lipschitz 条件下存在唯一解；学者 Bahaj 和 Hiderah 在文献[8]中证明了一类带反

射边界的扰动随机微分方程存在唯一的解。 
压缩映射定理，也被称为 Banach 不动点定理，保证了度量空间自映射的不动点的存在性和唯一性，

是研究确定型动力系统存在唯一性的经典工具，近年来也被引入随机微分方程领域的定性研究。例如：

Yong 和 Zhou 在文献[9]中利用压缩映射定理，讨论了布朗运动驱动随机微分方程解的存在唯一性条件；

吴霜在文献[10]中针对一类条件平均场型的随机微分方程，借助压缩映射定理证明其存在唯一解；在文献

[11]中，唐浦森和陈琳利用随机分析技术和 Banach 不动点定理，研究了一类具有时滞的 Caputo 型模糊分

数阶随机微分方程解的存在唯一性。 
本文关注一类平均场型随机微分方程，讨论其强解的存在唯一性条件，并利用压缩映射不动点定理

证明其强解的存在唯一性定理。本文主要借鉴 Yong 和 Zhou 在文献[9]中的证明方法，但与文献[9]所研究

的 Itô 型随机微分方程不同，本文讨论的平均场型随机系统是 Itô 型随机微分方程的进一步推广，其中不

仅含有状态过程还含有状态过程的数学期望。文献[10]针对一类条件平均场型随机微分方程，在 2L 空间

利用范数
β

⋅  ( 0β > )，借助压缩映射定理给出了解的存在唯一性定理，而本文的方程与文献[10]类似， 
但研究方法与文献[10]不同，本文的研究建立在泛函空间 [ ]0,L τ

  ( 1≥ )，且其上的范数为 [ ]0,L τ
⋅



 (见

(2.8))。 
本文的结构如下：在第二节中提出问题模型并给出平均场型随机微分方程强解的存在唯一性条件；

第三节是本文的主要结果，利用压缩映射定理证明方程强解的存在唯一性；第四节对本文的结论和贡献
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作以总结。 

2. 问题模型 

令 { }( )0, , ,t t P
≥

Ω   为满足一般条件的滤子概率空间并在该空间上定义一维标准布朗运动

( ) { } 0t tW t W
≥

= ，由布朗运动 ( )W t 所生成的自然滤子记为{ } 0t t≥ ， 0t ≥ 。本文讨论一类平均场型随机微

分方程形如： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) [ )
( )

d , , d , , d ,    0, ,

0 .   . ..

x t b t x t Ex t t t x t Ex t W t t

x P a s

σ

ξ

 = + ∈ ∞


= −
             (2.1) 

其中 ( ) ( ) [ ), : 0,x t x t ω= ∞ ×Ω→ R 是连续实值{ } 0t t≥ -适应的随机过程， ( )Ex t 表示 ( )x t 关于概率测度 P 

的数学期望，初值 :ξ Ω→ R 是 0 -可测的随机变量。此外系统中的系数 ( ) ( ), ,b ⋅ ⋅ ⋅ ∈ R 和 ( ) ( ), ,σ ⋅ ⋅ ⋅ ∈ R ，

这里 

( ) [ ) [ )( ) [ )( ) ( )( ){ }0
= : 0, 0, ; 0, ; t t

C C Wη η
+ ≥

+∞ × +∞ × +∞ →R R R R 为 循序可测的随机过程  ， 

其中 [ )( )0, ;C +∞ R 表示由所有连续函数 [ ): 0,ϕ ∞ → R组成的集合，且 

( )( ) ( )( )( )0 0
t st s t t

W Wσ
+ ≥ > ≥

=   ， 

其中 ( ) ( ) [ )( ){ }0, ;sW s Cβ β⋅∧ ⋅ ∈ ∞ R ， ( )sW 为由在 sW 上的所有开集所组成的 Borel σ 域， ( )( )sWσ 

表示包含 ( )sW 的最小σ 域。 
由于随机系统的特性，随机微分方程的解分为强解和弱解，解的唯一性也分为强唯一和弱唯一。本

文关注方程(2.1)强解的存在性和强唯一性，下面给出强解和强唯一的定义。 
定义 2.1 给定滤子概率空间 { }( )0, , ,t t P

≥
Ω   和定义在其上的一维{ } 0t t≥ 适应的标准布朗运动 ( )W t ，

已知ξ 是 0 -可测的随机变量。 
(I) 如果存在{ } 0t t≥ -适应的连续过程 ( )x t ， 0t ≥ ，满足： 

( )0 ,    . .x P a sξ= − ； 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }2

0
, , , , d ,    0,    . .

t
b s x s Ex s s x s Ex s s t P a sσ+ < ∞ ∀ ≥ −∫  

和 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
0 0

0 , , d , , d ,    0,    . .
t t

x t x b s x s Ex s s s x s Ex s W s t P a sσ= + + ≥ −∫ ∫ ， 

则称 ( )x t ， 0t ≥ ，是方程(2.1)的一个强解。 
(II) 对于 0t ≥ ，令 ( )x t 和 ( )y t 是方程(2.1)的两个强解，若满足 

( ) ( )( ), 0 1,P x t y t t= ≤ < ∞ =  

则称方程(2.1)的强解是唯一的或者方程(2.1)的强唯一性成立。 
为得到方程(2.1)的存在唯一性定理，现给出方程(2.1)强解的存在唯一性条件： 
假设 1 方程(2.1)中的系数 ( ) ( )( ) ( ), ,b t x Ex⋅ ⋅ ∈ R 和 ( ) ( )( ) ( ), ,t x Exσ ⋅ ⋅ ∈ R 关于 ( )x ⋅ 和 ( )Ex ⋅ 是

Lipschitz 连续的，即存在常数 0L > ，使得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,b t x Ex b t y Ey L x y Ex Ey ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ≤ ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅   
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和 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,t x Ex t y Ey L x y Ex Eyσ σ  ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ≤ ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅   

对任意 ( ) [ )( )0, ;x C⋅ ∈ +∞ R 和 ( ) [ )( )0, ;y C⋅ ∈ +∞ R 成立， [ )0,t∈ +∞ 。此外，对于任意 0T > ，有 

( ) ( ) ( )2,0,0 ,0,0 0, ;b L Tσ⋅ + ⋅ ∈ R ， 

这里 ( )2 0, ;L T R 表示由勒贝格可测函数 [ ]: 0,Tϕ → R 且满足 ( ) 2

0
d

T
t tϕ < ∞∫ 所组成的集合。 

Burkholder-Davis-Gundy 不等式是 Itô 积分理论中的经典结果，在本文主要结果的推导中起到了关键

作用，在引理 2.2 中给出 Burkholder-Davis-Gundy 不等式，关于其详细介绍可参考文献[12]。 
引理 2.2 (Burkholder-Davis-Gundy 不等式)令 ( )W t 为定义在滤子概率空间 { }( )0, , ,t t P

≥
Ω   上的标准

布朗运动，假设 ( )2, 0, ;locL Tσ ∈ R ，其中 

( ) [ ] ( ) { } ( ){ }22,
0 0

0, ; : 0, - d , . .
Tloc

t tL T X T X X t t P a s
≥

= ×Ω→ ⋅ < ∞ −∫R R 是 适应的且  。 

则对任意 0r > ，存在一个常数 0rK > ，使得 

( ){ } ( ) ( ) ( ){ }22 2

0 0 00

1 d sup d d
rr r

r
tr

E s s E s W s K E s s
K

ϖ ϖ ϖ

τ
σ σ σ

≤ ≤

 ≤ ≤ 
 

∫ ∫ ∫  

对任意停时ϖ 成立。 
压缩映射定理是本文证明方程(2.1)存在唯一性定理的主要工具，现在引理 2.3 中给出压缩映射定理

(参考文献[13])。 
引理 2.3 (压缩映射定理)设 ( ),X d 为非空的完备度量空间。设 :T X X→ 为 X 上的一个压缩映射，也

就是说，存在一个非负的实数 1q < ，使得对于所有 X 内的 x 和 y，都有 

( ) ( )( ) ( ), ,d T x T y q d x y≤ ⋅ . 

那么映射 T 在 X 内有且只有一个不动点 x，即 
Tx x= . 

3. 主要结果 

本节主要给出方程(2.1)的强解存在唯一性定理，并利用压缩映射定理加以证明。为使用压缩映射定

理。引入泛函空间 

[ ] [ ]( )( )
[ ] ( ) { } ( )0

0

0, : ; 0, ;

: 0, - , supt t
t

L L C

x x E x t
τ

τ τ

τ
≥

≤ ≤

= Ω

  = ×Ω→ ⋅ < ∞  
  

R

R

 



 

连续随机过程且是 适应的 并满足
  (3.1) 

其中 1≥ ， 0 Tτ≤ ≤ 且 0T > 是一个固定的时间边界。进一步在其上定义范数 

( ) [ ] ( )
1

0, 0
: sup

L t
x E x t

τ τ≤ ≤

  ⋅ =     







.                         (3.2) 

可以证明 [ ]0,L τ

 是一个 Banach 空间。 
下面给出本文的主要结论：方程(2.1)的强解存在唯一性定理。 
定理 3.1 令假设 1 成立，则对于任意的 

( ) { }0 0; - ,L Eξ α α α∈ Ω = < ∞R R 

 是 上取值且 可测的随机变量 并且有  ， 1≥  

https://doi.org/10.12677/aam.2024.134126


裴博超 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.134126 1358 应用数学进展 
 

方程(2.1)在 [ )0,∞ 上存在唯一的强解 ( )x t 。 
证明：假设 0T > 是一个固定的时间边界，考虑方程(2.1)在 [ ]0,T 上解的存在唯一性。对任意的

( ) ( ) [ ], 0,x y L τ⋅ ⋅ ∈ 

 ， 0 Tτ≤ ≤ ，定义 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
0 0

0 0

, , d , , d ,                   

, , d , , d ,      0, .

t t

t t

X t b s x Ex s s x Ex W s

Y t b s y Ey s s y Ey W s t

ξ σ

ξ σ τ

 = + +

 = + + ∈

∫ ∫

∫ ∫
                (3.3) 

首先证明 

( ) [ ]0,
,    1

L
X K

τ
⋅ ≤ ≥








.                                (3.4) 

具体来说，利用范数不等式可得 

( ) [ ] ( ) ( ) ( )
[ ]

[ ] ( )
[ ]

( ) ( )
[ ]

0, 0 0 0,

0, 0 00, 0,

, , d , , d

, , d , , d .

L L

L
L L

X b s x Ex s s x Ex W s

K b s x Ex s s x Ex W s

τ τ

τ
τ τ

ξ σ

ξ σ

⋅ ⋅

⋅ ⋅

⋅ = + +

 
≤ + + 

 

∫ ∫

∫ ∫







 





 







 

       (3.5) 

根据(3.2)可得 

[ ] 10,
0
supL

t
E E K

τ
τ

ξ ξ ξ
≤ ≤

 = = ≤  


  


.                         (3.6) 

利用(3.2)和绝对值不等式，有 

( )
[ ]

( ) ( )( )0 0 00, 0
, , d sup , , d , , d

t

L t
b s x Ex s E b s x Ex s E b s x Ex s

τ

τ τ

⋅

≤ ≤

   = ≤     
∫ ∫ ∫



 




. 

Holder 不等式保证了 

( ) ( ) 2 2

0 0
, , d , , db s x Ex s b s x Ex s

τ τ   ≤      ∫ ∫




, 

故 

( )
[ ]

( )( )2 2

0 00,
, , d , , d

L
b s x Ex s E b s x Ex s

τ

τ

⋅  
≤  

  
∫ ∫









. 

进一步根据假设 1 得到 

( )
[ ]

( )( )2 2
20 00,

, , d , , d
L

b s x Ex s E b s x Ex s K
τ

τ

⋅  
≤ ≤ 

  
∫ ∫









.                   (3.7) 

利用 Burkholder-Davis-Gundy 不等式得 

( ) ( )
[ ]

( ) ( ) ( )( )2 22 2

0 0 00, 0 2

, , d sup , , d , , d ,
t

L t
s x Ex W s E s x Ex W s K E s x Ex s

τ

τ τ
σ σ σ

⋅⋅

≤ ≤

   
=   ≤  

     
∫ ∫ ∫












 

而由假设知 ( ) ( )2,0,0 0, ;L Tσ ⋅ ∈ R ，那么 

( )( )2 2

0
, , d rE s x Ex s K

τ
σ

 
≤ 

  
∫
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成立，因此 

( ) ( )
[ ]

30 0,
, , d

L
s x Ex W s K

τ
σ
⋅

≤∫






.                           (3.8) 

综上所述，结合(3.5)~(3.8)得 

( ) [ ]0,L
X K

τ
⋅ ≤






.                                 (3.9) 

接下来要证明 

( ) ( ) [ ] ( ) ( ) [ ]
2

0, 0,L L
X Y K x y

τ τ
τ
  ⋅ − ⋅ ≤ ⋅ − ⋅ 
  

 



 

 
.                   (3.10) 

由 ( )X t 和 ( )Y t 的表达式可得： 

( ) ( ) [ ]

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
[ ]

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
[ ]

0,

0 0 0 0 0,

0 0 0 0 0,

, , d , , d , , d , , d

, , d , , d , , d , , d .

L

L

L

X Y

b s x Ex s s x Ex W s b s y Ey s s y Ey W s

b s x Ex s b s y Ey s s x Ex W s s y Ey W s

τ

τ

τ

ξ σ ξ σ

σ σ

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ − ⋅

= + + − + +

= − + −

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫



















 

由范数不等式和(3.2)式，有 

( ) ( ) [ ] ( ) ( )( )
[ ]

( ) ( )( ) ( )
[ ]0, 0 00, 0,

1 2

, , , , d , , , , d

,

L L L
X Y b s x Ex b s y Ey s s x Ex s y Ey W s

I I

τ τ τ
σ σ

⋅ ⋅
⋅ − ⋅ ≤ − + −

= +

∫ ∫

 

 




   

其中 

( ) ( )( )1 00
sup , , , , d

t

t
I E b s x Ex b s y Ey s

τ≤ ≤

 = −  
∫



                  (3.11) 

和 

( ) ( )( ) ( )2 00
sup , , , , d

t

t
I E s x Ex s y Ey W s

τ
σ σ

≤ ≤

 = −  
∫



.               (3.12) 

先考虑(3.11)，利用绝对值不等式和假设 1 有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

0

0

1 20

1 20 0

, , , , d

, , , , d

d

d d .

t

t

t

t t

b s x Ex b s y E y s

b s x Ex b s y Ey s

L x y L Ex Ey s

L L x y s L L Ex Ey s

⋅ ⋅ − ⋅ ⋅  

 ≤ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅  

 ≤ ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅  

   ≤ ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅      

∫

∫

∫

∫ ∫







 

 

 

将其代入到(3.11)可得 

( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

00

1 20 00

0 00 0

sup , , , , d

sup d d

sup d sup d .

t

t

t t

t

t t

t t

E b s x Ex b s y Ey s

E L L x y s L L Ex Ey s

K E x y s E Ex Ey s

τ

τ

τ τ

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤

 −  
     ≤ ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅          
    ≤ ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅        

∫

∫ ∫

∫ ∫
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因为 

( ) ( )( ) ( ) ( ) [ ]0,00
sup d

t

Lt
E x y s x y

ττ
τ

≤ ≤

 ⋅ − ⋅ = ⋅ ⋅ − ⋅  
∫ 








 

和 

( ) ( )( ) ( ) ( )
[ ]

( ) ( ) [ ]0,0 0,0
sup d

t

LLt
E Ex Ey s E x y x y

τττ
τ τ

≤ ≤

 ⋅ − ⋅ = ⋅ ⋅ − ⋅ = ⋅ ⋅ − ⋅    
∫ 









 


， 

所以 

( ) ( )( ) ( ) ( ) [ ]0,00
sup , , , , d

t

Lt
E b s x Ex b s y Ey s x y

ττ
τ

≤ ≤

 − ≤ ⋅ ⋅ − ⋅  
∫ 








.               (3.13) 

再考虑(3.12)，首先根据 Burkholder-Davis-Gundy 不等式，有 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ){ }2 22 2

0 00 2

sup , , , , d , , , , d
t

t
E s x Ex s y Ey W s K E s x Ex s y Ey s

τ

τ
σ σ σ σ

×

≤ ≤

 
 −  ≤ ⋅ −
  

∫ ∫
 



.     (3.14) 

结合假设 1 和均值不等式，有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( )

2 2

1 2

2 22 2
1 2

, , , ,

1 1 .
2 2

s x Ex s y Ey L x y L Ex Ey

L x y L Ex Ey

σ σ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ≤ ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅

≤ ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅
 

则其积分满足 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 22 2

1 20 0 0

1 1, , , , d d d
2 2

s x Ex s y Ey s L x y s L Ex Ey s
τ τ τ
σ σ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ≤ ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅∫ ∫ ∫ . 

所以(3.14)可以写为 

( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

2 2

0
2

22 22 2
1 20 0

2

2 22 2

0 0

0 0

0

, , , , d

1 1d d
2 2

d d

d d

d .

K E s x Ex s y Ey s

K E L x y s L Ex Ey s

K E x y s E Ex Ey s

K E x y s E E x y s

K E x y s

τ

τ τ

τ τ

τ τ

τ

σ σ⋅ −

 ≤ ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ 
 

     ≤ ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅         

  ≤ ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅        

 ≤ ⋅ − ⋅  

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫









 







 

因此可得 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) [ ]0,0 00
sup , , , , d d .

t

Lt
E s x Ex s y Ey W s K E x y s K x y

τ

ττ
σ σ τ

≤ ≤

   − ≤ ⋅ − ⋅ ≤ ⋅ − ⋅     
∫ ∫ 



 




  (3.15) 

结合(3.13)和(3.15)有 

( ) ( ) [ ] ( ) ( ) [ ]
2

1 20, 0,L L
X Y I I K x y

τ τ
τ
  ⋅ − ⋅ ≤ + ≤ ⋅ ⋅ − ⋅ 
  



 

 

 
                    (3.16) 

https://doi.org/10.12677/aam.2024.134126


裴博超 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.134126 1361 应用数学进展 
 

其中 K 与 ( ) ( ), , ,x yτ ξ ⋅ ⋅ 无关。 

综上所述，令 2 1Kτ <


，结合(3.9)和(3.16)可知：对于 ( )
0

;Lξ∀ ∈ Ω R

 ， 1≥ ，由(3.3)所定义的映射 

( ) ( )x X⋅ ⋅ 是从 [ ]0,L τ

 到自身的压缩映射，根据压缩映射定理可知，在 [ ]0,τ 上存在唯一的不动点，由

此可得方程(2.1)在 [ ]0,τ 上存在唯一的强解 ( )x ⋅ 。 
将时间区间 [ ]0,T 划分为 [ ] [ ] ( ), 2 2 ,3 1 ,n Tτ τ τ τ τ−    ，分别在 [ ] [ ] ( ),2 , 2 ,3 , , 1 ,n Tτ τ τ τ τ−   上

重复上述过程，即可得方程(2.1)在 [ ]0,T 上存在唯一的强解。 
由于 0T > 的任意性，因此可以得到在 [ )0,+∞ 上的强解。 

4. 结论 

本文讨论了一类平均场型随机微分方程强解的存在唯一性，现有文献中此类问题研究的主要方法是

迭代方法，与现有文献不同，本文采用了压缩映射定理这一理论工具，证明了当系统的系数关于状态和

平均场满足 Lipschitz 连续且初值变量 ( )
0

;Lξ ∈ Ω R

  ( 1≥ )时，方程的强解具有存在唯一性。本文借鉴了

文献[9]的证明方法，由于本文讨论的平均场型随机系统同时含有状态和其数学期望，可退化为文献[9]所
研究的 Itô 型随机微分方程，因此本文的结果可视为文献[9]结论向平均场型随机系统的进一步推广。文

献[10]同样利用压缩映射定理证明了一类条件平均场型随机微分方程解的存在唯一性，而本文和文献[10]
使用的泛函空间和范数不同，具体来说，文献[10]的压缩映射定义在 2L 空间，其上定义的范数为 

( ) ( )( )
1

2 2

0
e d , 0

T tx E x t tβ
β

β− ⋅ = >  ∫ ；本文压缩映射存在的泛函空间为 [ ]0,L τ

 且其上的范数为 [ ]0,L τ
⋅
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