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Abstract: Let  be the set of all continuous maps of the unit circle. Let  0 1C S  f  and  deg f  be the 

non-wandering set and the degree of f, respectively. Let  0 1f C S . In this paper, it was proved that : 1) If f 

is a strictly monotone function then it is topologically conjugate to g and   1kf S   for any , where 1k 

  ,m 1g z z z S  and ；2) The inverse limit system  degm  f  1 ,f fS   which is generated by f is ex-

pansive if and only if f is positively expansive；3) For any integer , f is positively expansive if and only 

if 

0n
nf  is positively expansive. Also, some equivalent conditions on a continuous selfmap with expansive in-

verse limit on a circle are given, and some important properties of these maps were obtained. Some corre-
sponding results in the literatures are improved and extended. 
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摘  要：设 为单位圆 上连续自映射的集合， 0 1C S 1S  f 为 f 的非游荡点集，  deg f 为 f 的度。设

0 1f C S ，本文证明了：1) 若 f 是严格单调的，则 f 与 g 拓扑共轭,其中    deg1, ,mg z m fz z S  ,

且对任一正整数 k,  k 1f S ；2) f 的逆极限  1 ,f fS  是可扩的当且仅当 f 是正向可扩的；3) 对任一

整数 ，f 是正向可扩的当且仅当0n  nf 是正向可扩的。并给出了 上逆极限可扩的连续自映射的一些

等价刻划，也得到了这类映射的一些重要性质，改进与推广了已有文献的相应结果。 

1S

关键词：拓扑遍历；拓扑可迁；覆叠投射；逆极限系统；提升系统 
 

1. 引言 

可扩性在结构稳定与拓扑稳定的研究中起着极其

重要的作用。对离散动力系统而言，因自映射的不可

逆性给研究带来了本质性的困难，故人们试图通过对

其逆极限的研究来揭示该自映射的动力行为，有关这

方面的工作见文[1-3]。文[3]给出了连续映射的正向可

扩性与其逆极限的可扩性间的关系并指出了：紧致度

量空间上正向可扩的连续满射，其逆极限是可扩的， 

且其逆极限的可扩性是映射在拓扑共轭下的不变性。

文[4]研究了圆周上一类自映射的正向可扩性与其逆极

限的可扩性间的联系，得到了圆周上连续满射的逆极

限可扩等价于该自映射拓扑共轭于扩张映射。文[5]介

绍了圆周上连续自映射的动力性质的一些研究工作并

补充了一些结果。有关动力系统中的传递属性的分类

见文[6,7]。拓扑遍历性不同于拓扑可迁性与拓扑混合

性且它严格介于这两个属性之间[8]。文[9]对拓扑遍历 
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与双重拓扑遍历作较系统的研究。马蹄与拓扑熵是研

究圆周上连续自映射的动力性质的重要的工具[5]。本文

将利用映射度、提升和拓扑遍历映射与双重拓扑遍历

映射以及严格单调函数的特点，在文[4,5]基础上，进

一步研究逆极限可扩的圆周上连续自映射，给出了这

类映射的许多新的刻划，也给出了这类映射的一些性

质。这些结果进一步改进与推广了文[4,5]的相应结果。

同时利用我们的方法可简化文[4]一些结果的证明。 

以 ， ， ， 0C X  0
TTC X  0

TOTC X  0
TEC X ，

， 和0
TOEC X  0

TDEC  X  X0
TWMC 分别表示空间 X 上连

续自映射之集、拓扑传递的连续自映射之集、完全传

递的连续自映射之集、拓扑遍历的连续自映射之集、

全遍历的连续自映射之集、拓扑双重遍历的连续自映

射之集和拓扑弱混合的连续自映射之集。符号“ ”

总表示“当且仅当”。以 表示 上严格单调

的自映射之集。并分别以 和 表示 X

上连续可扩的自映射之集和 X 上连续正向可扩的自映

射之集。为方便计，本文所涉及的概念和记号均参考

文[3-5,10-13]。 

 0 1S

 X 0

SMC
0
EXPC

1S

PEXPC  X

2. 结果及其证明 

引 理 1 设  0 1f C S 是 严 格 单 调 的 ， 则

。其证明可直接从定义得到，故从略。  deg 0f 

引理 2 设 ，则1m     1,mg z z z S  不含有马

蹄。其证明容易，故从略。 

推论 1 设 ，则1m     1,mg z z z S  不是扩展型

的。由文[5]的定理 1。1 容易证得此推论。 

引理 3设 2m  ，则   1,mg z z z S  是扩展型的。

由文[5]的命题 1。1 易知此引理成立。 

推论 2 设 2m  ，则   1,mg z z z S  含有马蹄。

其证明容易，故从略。 

引理 4 设  0 1,f g C S 且 f 与 g 拓扑共轭，则 f

含有马蹄当且仅当 g 含有马蹄。其证明可直接从定义

得到，故从略。 

引理 5[14]设  0 1,nf g C S

 
，且 f 与 g 拓扑共轭，

则  deg degf g 。 

我们注意到平移是等距映射，利用定义和引理 5

容易得到以下引理 6。 

引理 6 设  0 1,f g C S 且 f 与 g 拓扑共轭，则 f 是

扩展型的当且仅当 g 是扩展型的。 

引理 7 设 1m   ，则   1,mg z z z S  不是扩张映

射。其证明直接由定义得到，故从略。 

引理 8[8]设 X 是紧致度量空间。若  0
TTf C X 且

f 的拟弱几乎周期点集是稠密的，则 f 是拓扑遍历的。 

定理 1 设  0 1
SMf C S ，则 f 与 g 拓扑共轭，其中

  ,m 1g z z z S  degm ， ，并且对任一正整数 k，

均有

 f

 k 1f S  。 

证明 设  0 1f C S 是严格单调递增的。由定义可

知  deg f 1。先证明：若 ，则有严格

单调的保向同胚

 deg 1m f 

 1C S0  满足 g f   。记

 :V R R  是 的提升且 ， deg 1   是严格 

单调递增的  。度量 D 定义为：   max
x R

D  


，  

    x x  ， , V   。由于    1x x   ，

故易证 D 为 V 上的度量。以下证明：设 
1

i
i

V



 且

lim i
i

 


 ，则 V  。由 D 的定义知   
1

i
i

x



一致收 

敛于  x 。又圆周上连续自映射的提升是一致连续

的 ， 故  i x 是 一 致 连 续 的 且  x 连 续 。 由

   1 1ii x x    知    1 1,x x x     R  

1, x R  ，且对 ,x y R  ，若 x y ，则    i ix y  。

故    yx  。由于
1

i

也是严格单调递增的， 

1, 2,i  ，故可不妨设
1

lim i
i

 





。因   
1

i
i

x



一致 

收敛于  x ，故对 0  ，有 ，使当 时， 0N  i N

     1 1
i i ix x    
 

  对 x R  均成立，即当

时，i N   1
i x x  


  对 x R  均成立。故

 i
i

 



 一致收敛于 Rid ，从而 Rid   ，因而 是 

个同胚映射，从而 是严格单调递增的。因此 V  ，

即  ,V D 是完备度量空间。 

设 :F R R ， 分别是 f 和 g 的提升，则:G R R
1,F G 均为同胚映射。定义算子  0:T V C R 为

  1T G F    ， V  。由文[1]命题 1 的证明知

对 V  ，  T  为圆周上映射度等于 1 的某连续单

调映射  的提升。因 ,F G 和 是严格单调递增的，故

 T  是严格单调递增的。所以  T V  ，即

 T V V 。由[4]的命题 1 的证明知 是压缩

映射。故 有唯一的不动点

:T V V

:T V V V  ，即

G   F 。设 是 的提升。由于 的提升 是
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同胚映射且 ，故由定义易证 deg 1   也是同胚映

射。因此存在严格单调递增的保向同胚  0 1C S ，

使得 g f  

 0 1

 。故 f 与 g 拓扑共轭。 

设 f C S 为严格单调递减的且  deg f   

。记1 m    1
0 1, mg z z g z z  。则 0g f 是严格

单调递增的且 0 1 1 0g g g g g   ，  0deg g f   

1

 1

m m 

 


0C S

。由上可知，存在严格单调递增的保向同

胚 ，使得 1 0 g g   f 。即 1g    

0g f   ，故  01 0 0g g g   g f 

 0

，即   1 0g g 

 0g g f    ，因而    0 0g g  g  f  。

因 且  0 1g  deg  是严格单调递增的保向同胚，

故 0g  是严格单调递减的反向同胚。 

注记 1：①我们对于严格单调递减的情形的证明方

法与文[4]的证明方法完全不同。②此定理是文[4]的相

应结果的推广。 

下文的 g 均与定理 1 的 g 相同。为了方便，以下分

别用 和 V 表示,S U 1, 1
fS S 和 1

nf
S ，以“resp.”表示“相

应地”。 

推 论 3 设  0 1f C S 是 严 格 单 调 的 且

 deg 2

0

f  ，则 f 是扩展型的。 

证明 由引理 5、引理 6 和定理 1 即可得到。 

定理 2 设 1f C S 是满射，n 是任意给定的正整

数，则下列条件是等价的：1) ；2) U0
f EXPC   f

n
 

；3) f 拓扑共轭于 g；4)0
EXPC U  nf 拓扑共轭于 ng ；

5)  0
PEXPf C S n；6)  EXP

0
Pf C S ；7)  deg 2f  且

0
SM f C S ；8)  deg nf 2 0n

SM 且  f C S ；10) 

 0
TT  0

SMf C S C S  ；11)    00
TOT SMf C S C S ；13) 

且0
f TTC   0

SMU f C S ；14) 且T U0
f TOC  f  

； 15) 且 0
SMC S   0n

f TC   T U 0
SM  f C S ； 16) 

   f P f  且  0
SMf C S  ；17)  nf P f  且

0
SM f C S ；18)f 是扩展型的且  0

SMf C S ；19) 

 0
TDE  0

SMf C S C S  ；20)    0 0
SMTOEf C S C S ；

21)  0 0
SM  TWMf C S C  S ； 22)  

是遍历的且

 ,B m : ,f S

 , ,S B m  0
SMf C S ，其中 B 为 S 的所有

Borel子集的 代数，m为Haar测度；23)  0
f TEC U 

且  0
SMf C S  ；24) 且 DE U0

f TC  0
SMf C


S ；25) 

且0
f TOEC  U 0

SM f C S ；26)  M U0
f T  WC 且

0
SM f C S ； 27)    0 0

SMTEf C S C S  ； 28) f   

且 0
TEC U  0

SMf C S

0
SM

；29) f 是相对于上密度为 1 序

列而言混沌的且 f C S ；30) f 是相对于上密度

为 1 序列而言混沌的且  0
SMf C S

 0
SM

。 

证明 显然，若 ,f g C S ，则 1, ,nf f f g   

 0
SMC S 。因    deg nf  2 deg 2f  ，故由[4]的

定理 2 知：1) 3)，1) 5)，1) 7)和 1) 10)。由

定义易知 2) 1)。据引理引 5、理 7 和[15]的引理 2。3

知  deg 2f  ，由[4]的定理 2 及引理 2 知 5) 1)和

6) 2)。由定理 1 和[4]的定理 2 知 7) 1)。因拓扑传

递属性是拓扑共轭不变性，而当 ，则





1m     mg z z

不是拓扑传递的，据定理 1 知 10) 1)。因严格单调性

是迭代不变的，故由[4]的定理 2 知 3) 4)



  6) 8) 

 10)。由于可扩性是拓扑共轭不变性，故由[4]的引

理 2 知 2) 1)。由于  deg 2f 当且仅当  deg nf  

，故 4)2  3)。由 n 的任意性知 10) 11)。由[16]

知 f 是拓扑传递的



 f 是拓扑传递的。从上面可知

10)  13)  14)  15)和 21) 26)。由于当且仅当

1m   时，   mg z z 的周期点集为 S，故由定理 1 知

7)  16)  17)。由推论 1、引理 3、引理 6 知

7) 8) 18)。由于当 1m  时   mg z 



z 的周期点集

的闭包为 S，故由[9]的系知 11) 19) 20)  21)。

由于 S 关于复数的乘法和复数的倒数构成拓扑群，而当

1m  时，   mg z z 是 S 上的仿射映射，故由[8]的定

理 2.1 知 22) 29)。由[8]的引理 5.1、引理 5.2、定理

5.1 知 27) 28)、29) 30)、23) 27)、24) 19)、

19) 25)、19) 29)和 24) 30)。由[8]的引理 2.2 知

10)



 27)。 

注记 2：一般来说，对于一般空间 X 上的连续映射

:f X X
n

及任一给定的整数 ，f 正向可扩不能推

出

2n 

f 也正向可扩。 

定理 3 设  0
SMf C S ，n 为任意给定的正整数，

则下列条件等价：1)  0
PEXPf C S ；2) f 含有马蹄；

3)   0h f  ；4)    0P f h f ；5) 存在m Z 及 mf 的

强不变闭子集 Y 使得 m
Yf 与  2 , 拓扑半共轭；6) 

   2 : 0,1,m m  PP f k  ，其中   PPmink  f ；

7)  P f 不是G 集；8)  P ff 在 Liapunov 意义下不稳

定；9) f 中含有不能被周期区间轨道逼近的轨道；10) kf

含有不单纯的周期轨道，其中 k 同 6)；11)存在  x f

使得  kf,Orb x 不是单纯的，其中 k 同 6)；12) 存在

 x CR f 使得  , kx fOrb 不是单纯的，其中 k 同 6)； 

13)    2: lim
mk

m

SAP f x S f x x



    
 

；14)  AP f 不 
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是 F 集；15) ；16)   R f AP f  
 

 
 

R f R f
 
  

； 17) R f         , :f x f x f   2      

；18) R f    2 f AP f ；19) f 有不回归的特殊的

 极限点；20) 存在 x S 使得  ,x f 含有 f 的至少

两个极小集；21) 存在 x S 使得  ,x f 是含有周期点

的 无 穷 集 ； 22)    R f R f 是 不 可 数 集 ； 23) 

   f R f  是不可数集；24)存在 f 的一个不可数的

 混沌集 Y 使得 ；25) 存在 f

的一个恰含两点的

  , :x f x Y   

  D混沌集；26)f 有一个 混沌集

Y，且有一个不可数的  Y 

 

混沌集Y ；27)f 有一个

混沌集；28)D  AP f LY f 有一个不可数的 混沌集；

29)  ff  有一个不可数的 混沌集；30)LY   CR ff 有

一个不可数的 混沌集；31)LY   CR ff 有一个恰含两

点的 混沌集； 32)存在 及LY  v P f   x P f

 f

 

使得 v O ；33)存在 及 P f  ,x frb v P x  

   f P f  使 ； 34) 有 ,v Orb x f  fv P 及

   x f P  f 使 ；35)有 ,v  fx  fmv P (某

)及 使m Z    2mfx f fFix .chx v ；36)有

(某 )及 mv P f m Z    mf 2Fix
. f

j

1

. .
1 2

, ,
f f

jx x S  (某

) 使j Z . f
1x x x x          

.ch f v ；37)有 (某 )及 m fv P m Z  x CR f   

使 2mFix f . fchx v ；38)  deg 39)f 与 g 拓

扑共轭；40)

2f  ；

 AP f


不是闭集；41) R 不是闭集；

42)

 f

  f R f  ；43)    f AP f ；44) 有 x S 使

 ,x f 不是极小集；45)f 有一个恰含两点的 LY 混沌

集 ,y v ，且有一点 。 v P f 
证明 据[5]的定理 4.1 知从条件 2)到条件 37)是两

两等价的。由定理 1 知 38) 39)。由定理 2 知

1) 38) 39)。由于 f 是严格单调的，故 f 是逐段单

调的。由推论 2 及引理 4 知 2) 39)。再由[5]的定理

4.2 知 2) 40) 41) 42)





 

    43) 44) 45)。  

定理 4 设  0f C S 是正向可扩的，n 是任意给定

的正整数，则以下条件成立且两两等价： 

1) f 有一个恰含两点的 混沌集；2) f 有一个

不可数的 混沌集；3)

LY 

 LY  ff 

 2mkf 

在 Liapunov 意义下不

稳定；4) ，其中 : lim
m

f x x x


 ( ) mink    

 PP f   P f ；5) ；6) 有 fSA 1x S 使  ,x f
是无穷集，且  ,x f 中含有两个 不可分的点；7)f

有一个不能被周期轨道逼近的轨道。 

f 

证明 由定理 2 和定理 3 知 f 为正向可扩的且与 g

拓扑共轭。从而由定理 3 知 f 含有马蹄，由文[4]的定理

5.4 的证明过程知这 7 个条件成立且两两等价。 

定理 5 设  0f C S 是正向可扩的，则以下条件成

立且两两等价： 

1)    SAP f P f ；2)    AP f P f ；3)  R f  

   P f ；4)  P f P f ；5)    f P f  ；6)  f  

 P f ；7)    CR f P f ；8) 有 x S ，使  ,x f
不是周期轨道；9) f 是 LY 混沌的。 

证明 由定理 2 和定理 3 知 f 为正向可扩的且与 g

拓扑共轭。从而由定理 3 知 f 含有马蹄，于是由文[4]

的定理 5.4 的证明过程知条件 9)成立。由定理 2 及其证

明知条件 6)成立，从而由[5]的定理 5.5 知从条件 1)到

条件 8)是两两等价的。由文[5]的引理 5.2 知 9) 1)。

故



   f P f  及   n nf P f  ，从而[5]的定理 5.4

的条件(4.4)成立。于是由[5]的定理 5.4 知 1) 9)。 

定理 6 设  0f C S 是正向可扩的，n 是任意给定

的正整数，  ,x f 为点 x S 的   极限集，则 

 , n
n

x f
f


是拓扑遍历的。 

证明 因 S中的每一点均是 f及 nf 的拟弱几乎周期

点[17]，故据[8]的定理 2.2 知结论成立。 
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