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Abstract: By partial fraction decomposition method, we prove a general summation formula on trigonometric 
sum, which contains several interesting trigonometric identities as special cases. 
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摘  要：本文利用部分分式方法，证明了一类含有参变量的有限三角函数求和公式，从而推广了 Chu
和 Marini(1999)的相关结论。 
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1. 引言 

部分分式方法是一种非常基本却又相当重要的数

学方法。经过有理式的恒等变形，任何有理式总能化

为某个既约分式。如果这个既约分式是只含有一个自

变数的真分式，还可进一步化为若干个既约真分式之

和。这几个分式便称为原来那个既约分式的部分分式。

下面简要介绍一下。 
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由拉格朗日插值公式可推出化有理真分式为部分

分式的一般方法[3,§8.2]。Chu 等广泛使用部分分式

方法([1,2]等)研究了双边超几何级数、三角和计算及

Harmonic 数恒等式此三类中的困难问题，得到了许多

漂亮的组合恒等式。本文将使用这一方法来推证某些

含参变量的三角函数恒等式。 

2. 主要结果 

定理 已知 n 是一个偶数，  P  表示一个关于 cos 的次数小于或等于 n 的多项式，y 是一个实参数，满足

条件： 0 πy  n 则有 
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证明 将三角函数
sin

sin

n


看作是以 cos 为自变数 

的 次多项式，并且已知1n   P  为一个关于 cos 的 

次数小于或等于 n 的多项式，故  sin

sin

n P 


是关于 

cos 的次数小于 的多项式；而另一个三角函数2n
cos 2ny cos 2n 可看作 cos 的 次多项式，则 2n
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就是以 cos 为自变数的真分 

   

式。不妨设 cos 2 cos 2ny n 的 个不同的零点为 2n
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   。利用部分分式定理，可以

得到下面的三角函数展开式： 
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将上式两边同乘以 cos cos k  并取极限 ,k  系

数 k 可由下面的式子所确定 
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使用洛比达法则求上述极限，可得 k 的表达式 
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在(2)中令 π   ，可以得到与之相似的另外一个

公式 
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令(2) ± (4)，并将(3)代入得到定理结论。 

特别要指出的是，当 n 是一个奇数时，有类似结

论成立。 

3. 三角函数恒等式的例子 

当  P  取不同函数时，相应的会得到不同的三角

函数恒等式。 

(1) 在定理中取 ，得到   1P  
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(2) 在定理中取   cosP n  ，得到 
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值得注意的是，在上述定理和例子中，变量 y 的

选取是任意的。特别地，取 ，将会得到 Chu 和

Marini [1]中的结果。因而从本质上推广了 Chu 和

Marini 的相关结论。 

0y 

上述有限三角和的显式求值是研究数值逼近、积

分变换、Fourier 级数和数学物理方程解等问题的有效

工具，在理论物理及工程计算等领域也具有广泛的应

用价值。 
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