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Abstract: Resonance is one of soliton interaction phenomenon, in this paper the soliton resonance of the 
NI-modified Kadomtsev-Petviashvili (mKP) equation will be studied by asymptotic analysis. At first, its 
2-and 3-soliton solutions will be presented using Hirota bilinear method, then we will further study the reso-
nance property of 2 and 3 soliton solutions through the detail image analysis and comparison. 
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摘   要：共振是孤子相互作用的一种现象，本文利用渐进分析法研究了非等谱修正

Kadomtsev-Petviashvili(mKP)方程的共振解。首先使用 Hirota 双线性方法得出其 2 孤子和 3 孤子解，然后

通过详细的图像分析、比较，研究了 2，3 孤子的各种共振现象。 
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1. 引言 

孤立子理论是现代应用数学和数学物理的一个重

要组成部分。最近二、三十年，在一些新技术问题及

相应的理论研究中，例如流体力学、等离子体物理、

非线性光学、经典场论、量子论、激光、超导、晶格、

凝聚态物理等领域有着广泛的应用。 

在孤子理论中，求解孤子方程是古老而又非常重

要的研究课题。孤子方程的解除了可以用数值计算和

计算机模拟进行研究外，主要是通过符号计算得到其

显式的精确解。在前辈们的辛勤耕耘下，目前已有不

少行之有效的方法被提出，如 Hirota 方法 [1-3]、

Wronskian 技巧[4-6]、Bäcklund 变换[7,8]、变量分离法[9]、 

双曲函数法[10]、齐次平衡法[11]等等。 

到目前为止，已经有很多学者作了一些有关孤立

子相互作用的文章。对于非线性结构的相互作用，一

般说来可以分为两类：一类为完全弹性碰撞，另一类

为非弹性碰撞。当孤立子的相互作用是完全弹性碰撞

时，相互碰撞的孤立子相互作用以后会保持原来性质

和状态，即相互碰撞的孤立子相互作用后保持原来的

速度、形状，并且在碰撞的过程中没有发生相位移动。

相反，对于非弹性相互作用而言，在相互作用的过程

中，可能发生以下几种情况的激发态： 

(1) 部分或者全部改变他们的形状； 

(2) 改变他们的速度； 
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(3) 有或者没有改变； 

(4) 有裂变现象，比如一个孤立子裂变为几个有

相同结构的孤立子； 

(5) 有聚变现象，比如几个结构相似的孤立子聚

合成一个新的孤立子。 

共振是相互作用的一种现象，这种有趣的现象首

先是由 Miles 发现的[12]。他指出，这些解是一些想干

结构，并描述了一个孤子在转角处的衍射，指出在某

种条件下，当没有发生分裂或者失去它原有的性质时，

一个 KP 孤子在凸的转角处，无法反射。而这种解的

结构，正提供了水波中的“马赫衍射”问题的解。这

种现象即为共振。关于共振，前人已有很多的研究成

果。许多知名的孤子方程已被发现存在多孤子解的非

平凡空间结构和相互作用方式[13-19]。 

而渐进分析方法是研究孤子共振行为的一种重要

工具，在这种分析方法中，一般将线孤子在 y  和

的条件下的渐进分别成为进线孤子和出线孤

子。而当共振现象发生时，两者的相位、方向甚至个

数都发生了改变。 

y  

2. (2+1)-维非等谱 mKP 方程的 2-孤子和 
3-孤子解 

(2+1)-维非等谱 mKP 方程： 
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(2.1) 

的 Wronskian 解和 Grammian 解已经分别由邓淑芳[20]

和张翼教授[21]作了研究。 

经过变换 log
x

gu
f

 
 
 

 ，可以得到方程(2.1)的双线

性形式： 
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其中和是指取遍  e 0,1 1, 2, ,j j   N

1

的各种可能的

组合，则前三个孤子解为： 
1

1 1 1 11 e , 1 eg a f b                      (2.4a) 
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其中 
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i j i j
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 , 

   2 2
i i i i ik q x k q y i       

ei i
  ，e 0ij

ijA   ，  和 , , ,i i i ik q a b i  均为  的

函数，它们之间服从如下射散关系： 

t

2
,

1

2i t ik k ， 2
,

1

2i t iq q  ， ，ia q i ki ib   ，

 ,

1

4i t i i iq k   ，  1,2,3i  。 

同时为了确保  的收敛，假定  和 u if ig  均取

正值。令 i ik q i  ， i ik q i  ，则 i 可以写成

 ix yi i i      ， 并 且 不 失 一 般 性 ， 假 定

 ji j i  。  

3. 2-孤子共振 

通常情况下，满足如下两者情况时，产生孤子解： 

a) 在(2.4b)式的其中两项非常大，使得另外两项

在渐进状态下可以忽略不计； 

b) 在满足 a)的前提下，较大的两项同价。 

这是作渐进分析的基础和实质。 

3.1. 普通 2-孤子 

当 120 A   且 1 时， ，y   1 2  ，条

件 a)和条件 b)在下列两个域内可以满足：  
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3.2. 2-孤子解的共振 

12   

 当 或者 ，相位12 0A   12A   12  ，于

是所谓的“孤子共振”现象出现，在这个过程中，射

散关系起主要作用。更进一步而言，因 
(3.1)   
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因此，当 ， ，又因为 y    1 (2)u u u 
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接下来 我们分别称其为“减共振”和“加共振”。 

3.2.1. 减共振 
我们应用其简化形式。 

情形 1. 令 ，(2.4b)式变为 12 0A  
1 2

2ea2 11 eg a     ， 1
2 1 21 e ef b b类似地，当 ， y  

2    ，从中可以得

到渐进式：(3.3) 
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。综上，普通 

此解有三个“手臂”，每个均为标准 1-孤子。 
2-孤子解有四个“手臂”。并且呈现普通的相互作用，

即两个孤子在碰撞之后，保持原有的方向和相位不变

(见图 1)。 

情形 2. 将 
1 1 21 1 1

2 12 2 2 12 2 12 12, , e e , eg A g f A f A A 21e         

1 2

 

(3.4) 
 

代入(1.4b)式,得到 
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2

    (3.5) 

取极限 ，(2.5)式变为 12 0A  

1 2 1
2 1 2 1 2e e eg a a a a      

2

        (3.6a) 

类似的， 
1 2 1

2 1 2 1 2e e ef b b b b               (3.6b) 

以上的仅仅只是坐标变化。 
Figure 1. 3-D picture of 2-soliton solution 

相应的渐进形式为(3.7) 图 1. 一般 2-孤子解的三维图 
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1e

 
仍然具有三个“手臂”。 

3.2.2 加共振 
情形 1. 将 1 1

12e A  代入 (2.4b)式，取极限

，得到 12A  

g a 2 1
2 2 1 21 e ea a 2    ， 2 1

2 2 1 21 e ef b b b 2      

(3.8) 
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情形 2. 将 2 1
12e A 1 1

2 1 1 21 e eg a a a 2     ， 1 1
2 1 1 21 e ef b b b 2      2e  代入 (2.4b)式，取极限

，得到 12A   (3.10) 
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      (3.11) 

以上用渐进分析法讨论了 2-孤子解的两种形式的

共振：加共振和减共振。从理论上证明了它们均具有

三个“手臂”。这些也可以通过作图说明，从图 2 中可

以观察到，两个高瘦波产生一个矮波。 

在以上的讨论中，我们均假定 1 2  ， 1 2  的

情形可类似讨论，然而当 1 2  时，情形就大相径庭。

令 1x y Z  ， 

则 
 

      
(a)                                                      (b) 

           
(c)                                                      (d) 

Figure 2. 3-D pictures of plus and minus resonance 2-soliton solutions. (a) Minus resonance case 1; (b) Minus resonance case 2; (c) Plus reso-
nance case 1; (d) Plus resonance case 2 

图 2. 2-孤子解的减共振和加共振三维图. (a) 减共振情形 1; (b) 减共振情形 2; (c) 加共振情形 1; (d) 加共振情形 2 
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两个孤子相互平行，这就和一般的 KdV 方程类

似。 

4. 3-孤子共振 

在本节中，我们将分析 3-孤子解的四种共振情形。 
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以上的分析从理论上证明了 3-孤子解有六个“手

臂”，也可以用图 3 说明。 

令集合 ，当其中的一个或者两

个甚至三个元素趋向于 ，共振就发生了。我们相

应地称其为 1-，2-，3-共振解，它们均包含减共振和

加共振，接下来将作详细讨论。 

 12 13 23, ,    



 

Figur 3. 3-D picture of 3-soliton solution 
图 3. 普通 3-孤子解三维图 
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相应地，其渐进形式为(4.4) 

因此减 2-孤子的 1-共振有五个“手臂”(见图 4(a))。 
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(a)                                                           (b) 

         
(c)                                                          (d) 

         
(e)                                                            (f) 

Figure 4. 3-D pictures of plus and minus resonance 3-soliton solutions. (a) Minus 1-resonance; (b) Plus 2-resonance case 1; (c) Plus 
2-resonance case 2; (d) Plus 2-resonance case 3; (e) Minus 2-resonance; (f) Minus 3-resonance 

图 4. 3-孤子解的减共振和加共振三维图。(a) 减 1-共振；(b) 加 2-共振情形 1；(c) 加 2-共振情形 2；(d) 加 2-共振情形 3； 

(e) 减 2-共振；(f) 减 3-共振 
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很明显，2-孤子解的 1-共振有只有一个“手臂”，

其图像与 1-孤子类似。 

4.2. 2-共振 

在这种情况下，集合 中的两个元素趋向于 
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故 

4.2.2. 减共振 

取极限 ， ，(2.4c)可以写成 0A  0A 
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            (4.14) 

 
情形 和 , 12 13,      13   23  类似。 
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通过以上的渐进分析，可知 3-孤子的 2-解有四个

“手臂”(见图 4(b)-(e))。2-也有四个“手臂”，但前者

是不稳定的，后者是稳定的。 

4.3. 3-共振 

对于加 3-共振，将 1 1
12e eA ,  2 2

23e eA   ,
3

 
3

13e eA  

13 ,A  A
代 入 式 (2.4c) ， 取 极 限  

，得到 
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23  

1 2 3

1 2 3

3 1 2 3

3 1 2 3

1 e

1 e

g a a a

f b b b

  

  

 

 

 

 
            (4.15) 

这种情形和 1-孤子解类似，只有一个“手臂”。 

对于减 3-共振，对式 (2.4c)取极限  

得到 
12 0,A 

13 0,A   23 0A 

31 2

31 2

3 1 2 3

3 1 2 3

1 e e e

1 e e e

g a a a

f b b b

 

 

   

   
        (4.16) 

故 
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(4.17) 

它有三个“手臂”(见图 4(f))。 

5. 总结和展望 

本文主要以双线性导数方法和Wronskian技巧为数

学基础，利用渐进分析法为工具，同时采用 Maple 的符

号计算及作图功能，从机理到直观对(2+1)-维非等谱

mKP 方程解的共振现象作了研究。当然对于更一般的

多孤子情况，比方 -孤子解，其中的N 2M M N  个

孤子就可以进行 1-，2-， 2, MC   -，共振，而且它们都具

有加共振和减共振。当 增大时，情况也变得更加复杂。

同时，随着方程维数的增加，复杂度也会增加。如何对

这些情况进行系统地分析和总结，并找出一般的规律，

是一个非常值得研究和探讨的课题。 

N
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