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Abstract: In this paper, we study a class of forth-order two points’ boundary value problems. Without any 
nonnegative assumption, the existence of iterative solutions is obtained. Our approach is based on the lower 
and upper solution method. 
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摘  要：利用上下解方法，得到了一类四阶两点边界值问题的惰性解的存在性。 
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1. 引言及定义 2. 主要结论 

本文中我们讨论一类四阶两点边界值问题

(BVP)： 
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这里  : 0,1 , :f R R R g R R    都是连续的，R 

= (−1,+1)，g 是单调增加的，四阶边界值问题广泛出

现在应用数学及物理学中，近来，利用各类不动点理

论，许多作者已经得到了一些结果(例如[1-6])。但是，

据我们所知，还没有文献涉及(BVP 1.1)本文运用上下

解方法，得到了一类四阶两点边界值问题(BVP 1.1)的

惰性解的存在性。 

记     2| 0W u g u C  ,1  

定义 我们称 W  是(1.1)的上(或下)解如果
满足  
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定理 已知  : 0,1f R R R   。如果(1.1)的上解

 和下解  满足 ,      和 
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那么存在满足 0 00, 0   的单调不增序列  n 和

单调不减序列 n 使得它们一致收敛于的解 并且*u

 * ,u   。 

证明 考虑问题 

       
       , , ,0

0 1 0 1 0.

g u t f t t t t

u u u u

     1;        

   (2.1) 

这里   2| 0,1 , ,Q C                 。

明显的，Q 是  2 0,1C 的非空子集。易知(2.1)存在惟一

解 u 并且    :u T HF   。记 
1;
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显然    2 2: 0,1 0,1T HF C C  。我们分三步来完成 
 

证明 

(1) 证明TC 。 C
对 C  ，记 w T 。有 T 的定义，有  ,w g w    

 2 0,1C 。由已知得 
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令 ，那么 y 十二次可微的。

并且 
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因此我们有    0,0 1.y t t  

即       ,0 1g t g w t t   



。由于 g 是单调增加

的，所以 

    ,0 1t w t t   。 

   0w t    

有引理得 w   

同理 。    , ,0w w t t t     1

所以TC  C

(2) 令 1 1 2 2 1 2, ; ,u T u T C       

满足 1 2 1, 2      ，我们证明 。 1 2 1 2,u u u u  

实际上，有       2 1 2 2 1 1, , , ,Tu Tu t f t f t      
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相似第一步，得 

1 2 1 2,u u u u   。 

(3) 序列   ,n n  可这样得到 

0 0 1 1, , , , 1,2,n n n nT T n               

由前两步得 

0 1 1 0n n                    

0 1 1 0n n                          

另外由 n 的定义，我们有 

       
       1 1, , ,0

0 1 0 1 0.
n n n

n n n n
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由 f 的连续性，则存在仅依赖于 ,  但不依赖于 的

常数 使得 

,n t

, 0M  

  g , , 0 1n t M t        。 

现在，我们断言存在  0,1n  使得 

   0n
t n

g t





     

事实上由   ng t   

0, 0,1t    

的连续性 ,不是一般性可设

，则   ng t    ,ng t M      。 

由 g 的单调性，若令 ，则  1
, , 0C g M   

 

   ,n t C    。 

由于    0 1n n  0  ，因此存在 使得 , 0D  

    ,,n nt t D    。 

现在证明 n 是等度连续的。明显的 

         1 1
n n n nt s g g t g g s                。 

由 1g  在 , ,,M M      的一致连续性，给定任意的

0  ，总存在 0  ，对任意的 

1 2 , ,, ,v v M M      ，只要 1 2v v   总有 

   1 1
2 1g v g v    。 

另一方面，对任意的  , 0,1t s ，我们有 

      ,n ng t g s M t    s   ， 

,M 

  ，对任意的  , 0,1t s ，只要 t s   ，总

有      nn
g t g s      

所以，对 ,n N 0   ，总存在 0  ，对任意的

 , 0,t s 1 ，只要 t s   总有 

   n nt s     ， 

所以 n 是等度连续的。 

 n综合前面，所以 是一致有界且等度连续的。
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相似的可以证明 n 也是一致有界且等度连续的。由

Arzela-Ascoli 定理 n， 和 n 一致收敛于的解 *u 并

且  * ,u   。 
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