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摘  要 

本文介绍了Gronwall不等式及傅里叶变换的性质与推论，应用傅里叶变换法分析三维Navier-Stokes- 
Poisson (NSP)方程与三维可压缩 Navier-Stokes-Korteweg 方程的格林矩阵，得到 NSP方程与

Navier-Stokes-Korteweg方程的傅里叶变换。 
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Abstract 
In this paper, the properties and inferences of Gronwall inequality and Fourier transform are in-
troduced, and the Fourier transform of the NSP equation and the Navier-Stokes-Korteweg equa-
tion is analyzed by using the Fourier transform method, and the Fourier transform of the NSP eq-
uation and the Navier-Stokes-Korteweg equation is obtained. 

 
Keywords 
Fourier Transform, Green Matrix, Navier-Stokes-Poisson Equation 

 
 

https://www.hanspub.org/journal/pm
https://doi.org/10.12677/pm.2024.143096
https://doi.org/10.12677/pm.2024.143096
https://www.hanspub.org/


刘梅，陆富强 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2024.143096 165 理论数学 
 

Copyright © 2024 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

傅里叶变换是傅里叶级数由周期函数向非周期函数的演变，它通过特定形式的积分建立函数之间的

对应关系，且傅里叶变换在许多领域都有着广泛的应用，比如化学、航空、航天、工业技术等，当然在

数学领域也有着十分重要的作用，比如红外光谱检测、信号处理、通信系统、量子力学等等。在现代数

学中，傅里叶是一种非常重要的变换，为解决现代物理学问题提供了一件必不可少的工具，所以在求解

线性偏微分方程的 Green 矩阵中运用傅里叶变换会比较简单，傅里叶变换是一种重要的积分变换，正是

由于其积分的性质，它可以求解微分方程、偏微分方程，积分变换的作用是把初始函数变成另一类比较

容易求解的象函数，因此用积分变换求解偏微分方程的方法与我们采用对数来计算数的乘、除、乘方和

开方的技巧完全类似。在用傅里叶变换法求解偏微分方程的过程中用到了一个很重要的不等式

——Gronwall 不等式，该不等式在一阶常微分方程解的存在唯一性定理的证明过程中起核心作用，还有

一个很重要的作用是给出相关未知函数的上界估计。 
在文献[1]中，曹瑞华利用傅里叶变换法研究偏微分方程的应用；在文献[2]中，Hoff D 等对给出了若

干空间维中可压缩流的纳维–斯托克斯方程的柯西问题解的渐近性态的详细点态进行描述；徐小蓉介绍了

分离变数法及积分变换法在解数学物理方程的应用参考文献[3]，并在分离变数法中对齐次方程及非齐次方

程进行了区分；张礼涛从三个方面讨论傅里叶变换方法在求解偏微分方程中的具体运用，参考文献[4]。 

2. Gronwall 不等式及傅里叶变换性质与推论 

2.1. 傅里叶变换的基本概念 

若函数 ( )f t 在 ( ),−∞ +∞ 上满足傅里叶积分定理的条件，则函数 

( ) ( )e dj tF f t tωω
+∞ −

−∞
= ∫  

为 ( )f t 的傅里叶变换，而称函数 

( ) ( )1 e d
2

j tf t F ωω ω
+∞

−∞π
= ∫  

为 ( )F ω 的傅里叶变换。 

2.2. Gronwall 不等式 

(1) 微分形式的 Gronwall 不等式[5] 
设 ( )tη 是 [ ]0,T 上的非负、绝对连续的函数，且对几乎处处的 t 满足微分不等式 

( ) ( ) ( ) ( ) ,t t t tη ϕ η ψ′ ≤ +  

这里 ( )tϕ 和 ( )tψ 是 [ ]0,T 上非负、可积的函数，那么对所有的 0 t T≤ ≤ 有 

( ) ( ) ( ) ( )0 d

0
e 0 d .

t ts st s sϕη η ϕ∫  ≤ +  ∫  

(2) 积分形式的 Gronwall 不等式 
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设 ( )tξ 是 [ ]0,T 上的非负、绝对连续的函数，且对几乎处处的 t 和常数 1 2, 0C C ≥ 满足积分不等式 

( ) ( )1 20
d ,

t
t C s s Cξ ξ≤ +∫  

那么对几乎处处的 0 t T≤ ≤ 有 

( ) ( )1
2 11 e .C tt C C tξ ≤ +  

2.3. 傅里叶变换的性质与推论 

性质 1. 线性性质 
若 ( ) ( )1 ,if x L∈ −∞ +∞ ， ( )1,2ia i = 为任意常数，则 

( )1 1 2 2 1 1 2 2
ˆ ˆ .a f a f a a ff∧+ = +  

性质 2. 微商性质 
用 ( ),C −∞ ∞ 表示 ( ),−∞ ∞ 上连续函数的全体构成的线性空间。若 

( ) ( ) ( ) ( )1, , , ,f x f x C L∈ −∞ ∞ ∩ −∞ ∞′  

则 

( )ˆd .
d
f i f
x

λ ξ
∧

  = 
 

 

推论 1. 若 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, , , , ,mf x f x f x C L′ ∈ −∞ ∞ ∩ −∞ ∞ ，则 

( ) ( )( )d 1 .
d

ˆ
m

m
m
f i f m

x
λ ξ

∧
 

= ≥ 
 

 

性质 3. 乘多项式性质 
若 ( ) ( ) ( )1, ,f x xf x L∈ −∞ ∞ ，则 

( )( ) ( )^ d ˆ .
d

ixf x f λ
λ

=  

推论 2. ( ) ( ) ( ) ( )1, , , ,mf x xf x x f x L∈ −∞ ∞ ，则 

( )( ) ( )( )
^ d ˆ 1 .

d

m
m m

mx f x i f mλ
λ

= ≥  

以上的性质及推论的证明参见文献[5]。 

3. 傅里叶变换法研究线性偏微分方程的格林矩阵 

3.1. Navier-Stokes-Poisson 方程中 Green 矩阵的傅里叶变换 

我们考虑线性化的 Navier-Stokes-Poisson 方程： 

( )
( )( ) ( )( )

1

3
0 0

0,

2 0

, ,0 , , .

t

t

divm

m m divm

m x m x x R

ρ

ρ µ λ ρ

ρ ρ

−

+ =
 +∇ − ∆ − ∇ + ∇ −∆ =


= ∈

，                        (1) 

方程(1)的傅里叶变换 ( )ˆ ,G tξ 的格林矩阵为 
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( )

2 1 1 2

1 2

1 21 2 2

1 2

1 2 1 2

21 21 2
2 2

1 2 1 2

e e e e 0 0
e e, ,01e ee e e 2

ˆ

t t t t
t

t t

t tt t t t
t

i
iG t

i I

λ λ λ λ

λ λ

λ λλ λ
µ ξ

λ λ
ξ

λ λ λ λ ξξ
λ λλ λξξ ξξ ξξ

λ λ λ λξ ξ
−

  − −
 −  − −     − − = +   −   −−    − − +     − −    

      (2) 

其特征值为 

( ) ( ) ( )2 4 22
1 2

1 1 4 2 ,
2 2

λ µ λ ξ µ λ ξ ξ= − + + − +±，                      (3) 

( )0,2ξ µ λ≠ + ，且 ( ) 2
1 2λ µ λ ξ λ+ + = − ， ( ) 2

2 1λ µ λ ξ λ+ + = − ，
2

1 2 2λ λ ξ= + 。 

证明：设初始数据 ( )0 0,mρ ，将算子 j
jx

∂
Σ

∂
应用于(1)的第二个式子，且令 D divm= ，结合 t divmρ = − ，

有 tD divm ρ∆ = ∆ = −∆ ，得到 

( )Δ Δ 2 ,tD Dρ µ λ ρ+ = + +                                (4) 

首先结合(1)的第一个式子有 ( ) ( ) ( )Δ Δ Δ tD divmµ λ µ λ µ λ ρ+ = + = − + ，得到： 

( )Δ Δ 2 ,tt t tDρ ρ µ λ ρ ρ= − = + −+                              (5) 

即： 

( )Δ Δ 0.2tt tρ ρ µ λ ρ ρ+− − + =                               (6) 

对(6)与 t divmρ = − 应用傅里叶变换性质及推论有： 

( )
( ) ( )
( ) ( )

2 2

0

0

ˆ ˆ ˆ ˆ2 0,
ˆ ˆ,0 ,
ˆ ˆ,0 .

tt t t

t i m

ρ µ λ ρ ρ ρ

ρ ξ ρ ξ

ρ

ξ

ξ ξ ξ

ξ + + + + =
 =
 = − ⋅

                           (7) 

因为 ( ) ( )1 2,λ ξ λ ξ 是其相应的根，所以可求其通解 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1, eˆ ,et tt A Bλ ξ λ ξρ ξ ξ ξ= +                              (8) 

因此，当 1 2λ λ≠ 时，有 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

2 1 0

ˆ ˆ,0 ,
ˆ ˆ,0 ,t

A B

A B i m

ρ ξ ξ ξ ρ ξ

ρ ξ λ ξ ξ λ ξ ξ ξ ξ

= + =


= + = − ⋅
                      (9) 

由 1 2 2(9) (9)λ× − 、 1 1 2(9) (9)λ× − 得到 

( ) ( )1 0 0 0 2 0

1 2 1 2

,
ˆ ˆ ˆ

,
ˆi m i mA Bλ ρ ξ ξ λ ρ

ξ ξ
λ λ λ λ
+ ⋅ − ⋅ −

= =
− −

                       (10) 

将(10)带回(8)整理有 

( ) ( )
2 1 1 2

1
0 0

1 2 1 2

ˆ ˆ ˆe e e e .
t t t t

i m
λ λ λ λλ λ

ρ ρ ξ ξ ξ
λ λ λ λ

−   − −
= − ⋅   − −  

                     (11) 

其次，为了计算 m̂ ，对(1)的第二个式子直接运用傅里叶变换的性质及推论，有 
2 2ˆ ˆˆ ˆ ˆ 2 0,tm m m i iµ ξ λξξ ξρ ξ ξ ρ+ + + + =
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即 

( ) ( )2 21 ,ˆˆ 2ˆ tm m i iµ ξ λξξ ξ ξ ρ−= − − − +                         (12) 

之后我们引入平行于ξ 的分量
m̂a ξ
ξ
⋅

= 和正交于ξ 的分量 b，再将其单位化有 

( ) ( ) ( ), , , .m̂ t a t b tξξ ξ ξ
ξ

= +                              (13) 

对(13)求导，结合(12)得 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2, , 1 2 ,ˆt ta t b t a i b
ξ ξ

ξ ξ µ λ ξ ξ ξ ρ µ ξ
ξ ξ

−+ = − + − + − ⋅  

即 

( ) ( )2

2

21 2 ˆ,

,

t

t

a a i

b b

ξ ξ ξ

ξ

µ λ ρ

µ

− = − + −

 = −

+
                          (14) 

由(13)知 0 0 0 0 2ˆ ˆ
t

b m a m Iξ ξ ξ
ξ ξ

 ⋅ = − = −
 
 

。 

对(14)应用 Gronwall 不等式可得 

( )
2

02 ,, ˆe
t

tb t I mµ ξ ξξξ
ξ

−
 
 = −
 
 

                              (15) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 22

0
, e ,0 1 2 e , d ,ˆt st

a t a i s sµ λ ξ µ λ ξξ ξ ξ ξ ρ ξ−− + + = − +  ∫                (16) 

将(11)带入(16)，再结合 ( ) 2
1 2λ µ λ ξ λ+ + = − ， ( ) 2

2 1λ µ λ ξ λ+ + = − ，
2

1 2λ λ ξ= ， 0b ξ⋅ = 有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 1 1 22 2

1 2 2 12 2

2

2 1 2
0 00

1 2 1 2

2 1 2
0 0

1 2 1 2
0

e e e e, e ,0 1 2 e d

e e e ee ,0 1 2 e d

e

ˆ ˆ

ˆ

,0

ˆ

t t t ttt t

t t t t
t t

t

t

a t a i i m t

a i i m t

a

λ λ λ λ
µ λ ξ µ λ ξ

λ λ λ λ
µ λ ξ µ λ ξ

µ λ ξ

λ λ
ξ ξ ξ ξ ρ ξ ξ ξ

λ λ λ λ

λ λ
ξ ξ ξ ρ ξ ξ ξ

λ λ λ λ

ξ

−− + +

− − − −
−− + − +

− +

   − −
= − + − ⋅   − −     

− −
= − + − ⋅

− −

=

∫

∫

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

1 22 1

2

1 21 2

1 1
2 12 2

0 0
1 2 1 2

2
0

1 2

2 01 2
0

1 2 1 2

e ee e1 2 1 2

11 2 e

e ee e1 2 ,

ˆ ˆ

ˆ

ˆˆ

t tt t

t

t tt t

i i i m

i i m

mi

λ λλ λ

µ λ ξ

λ λλ λ

λ λ
ξ ξ ρ ξ ξ ξ ξ

λ λ λ λ

ξ ξ ξ ξ
λ λ

ξλ λ
ξ ξ ρ

λ λ λ λ ξ

− −− −
− −

− − +

−

− − −− +
− + − ⋅ + ⋅ ⋅

− −

+ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅−−
= − + + ⋅

− −

 

因此 

( ) ( ) 1 21 22 01 2
0

1 2 1 2

e ee e,
ˆ

2 ˆ1 ,
t tt t ma t i

λ λλ λ ξλ λ
ξ ξ ξ ρ

λ λ λ λ ξ
− ⋅−−

= − + + ⋅
− −

                 (17) 

最后将(17)、(15)带回(13)得到最终结果： 
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( ) ( ) 1 21 2 2

1 21 2 1 2 2

2 01 2
0 02

1 2 1 2

2 1 2
0 2 2

1 2 1 2 1 2

e ee e, 1 2 e

e ee e

ˆˆˆ ˆ

e eˆ2 e

t tt t t
t

t tt t t t t t
t

Imm t

I

m

i

i

i

λ λλ λ
µ ξ

λ λλ λ λ λ
µ ξ

ξλ λ ξ ξξξ ξ ρ ξ
λ λ λ λ ξ ξ ξ

λ λ ξξ ξξξ ξ ρ
λ λ λ λ λ λ ξ ξ

− −

− −

 ⋅−−
= − + ⋅ ⋅ + ⋅ + 

− −  

  −− −
− ⋅ ⋅ ⋅

 
 −
 
 

  
  = − + −

  
⋅ + − − −  

0ˆ ,m

 

得证 

( )

2 1 1 2

1 2

1 21 2 2

1 2

1 2 1 2

21 21 2
2 2

1 2 1 2

e e e e 0 0
e e, .01e ee e e 2

ˆ

t t t t
t

t t

t tt t t t
t

i
iG t

i I

λ λ λ λ

λ λ

λ λλ λ
µ ξ

λ λ
ξ

λ λ λ λ ξξ
λ λλ λξξ ξξ ξξ

λ λ λ λξ ξ
−

  − −
 −  − −     − − = +   −   −−    − − +     − −    

 

求出格林矩阵的傅里叶变换后，就可以得到其半群的表达式，即傅里叶变换的精确表达式，为了能

够建立 NSP 方程中 2L 时间衰减率，需要对半群分别进行低频和高频的分析，所以我们必须掌握求傅里叶

空间中格林函数的公式和对其元素的渐近分析的方法。 

3.2. Navier-Stokes-Korteweg 方程中 Green 矩阵的傅里叶变换 

我们考虑线性化 Navier-Stokes-Korteweg 的方程： 

( )
( )( ) ( )( ) 3

0 0

0,
0,

, ,0 , , .

t

t

divm
m m divm

m x m x x R

ρ
µ µ ν ρ κ ρ

ρ ρ

 + =
 − ∆ − + ∇ +∇ − ∇∆ =


= ∈

                       (18) 

方程(18)的傅里叶变换 ( )ˆ ,G tξ 的格林矩阵为 

( )

( )

( )( )

1 22 1

1 2
1 22

1 2

1 2 1 2

2

1 2
2 2

1 2 1 2

e ee e

, ,
1 e e e ee

ˆ

t ttt t

t t t tt t
t

i

G t
i

I

λ λλ λ

λ λ λ λ
µ ξ

ξλ λ
λ λ λ λ

ξ
ξ κ ξ λ λξξ ξξ

λ λ λ λξ ξ
−

 −− −
− − 

 =
+ −   −  − − +

  − −  

 

其中 

( ) ( ) ( )2 2 42
1 2

22 2
2 2
1 1 ,1 4iλ µ ν ξ ξ ξ µ ν ξκ= − + − +± +，  

同样， ( )0,2 2ξ µ ν≠ + ，且 

( ) ( ) ( )22 2 2
1 2 2 1 1 2 12 , 2 ,λ µ ν ξ λ λ µ ν ξ λ λ λ ξκ ξ+ + = − ++ + = − =  

证明：与上述矩阵分析方法相同，将算子 j
jx

∂
Σ

∂
应用于(18)的第二个式子，得到 

( ) 2Δ 2 Δ Δ ,tD Dρ µ ν κ ρ+ = + +                              (19) 

其中 D divm= ，由(18)的第一个式子有 ( ) ( ) ( )2 Δ 2 Δ 2 Δ tD divmµ ν µ ν µ ν ρ+ = + = − + ，得到： 

( ) 22 0,tt tρ ρ µ ν ρ ρκ∆ − + ∆ ∆ =− +                            (20) 

由性质及推论有： 
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( )
( ) ( )
( ) ( )

2 2 4

0

0

ˆ ˆ ˆ ˆ 0,
ˆ ˆ,0 ,
ˆ

2

ˆ,0 .

tt t

t i m

µ ν ξ ξ ξρ ρ ρ κ ρ

ρ ξ ρ ξ

ρ ξ ξ ξ

 + + + =
 =

= − ⋅

+




                        (21) 

( ) ( )1 2,λ ξ λ ξ 是其相应的根，所以其通解可写为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1, eˆ ,et tt A Bλ ξ λ ξρ ξ ξ ξ= +                             (22) 

当 ( ) ( )1 2λ ξ ξλ≠ 时，有 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

2 1 0

ˆ ˆ,0 ,
ˆ ˆ,0 ,t

A B

A B i m

ρ ξ ξ ξ ρ ξ

ρ ξ λ ξ ξ λ ξ ξ ξ ξ

= + =


= + = − ⋅
                     (23) 

因此 

( ) ( )1 0 0 0 2 0

1 2 1 2

,
ˆ ˆ ˆ

,
ˆi m i mA Bλ ρ ξ ξ λ ρ

ξ ξ
λ λ λ λ
+ ⋅ − ⋅ −

= =
− −

                       (24) 

将(24)带入(22)有 

( ) ( )
2 1 1 2

1
0 0

1 2 1 2

ˆ ˆ ˆe e e e .
t t t t

i m
λ λ λ λλ λ

ρ ρ ξ ξ ξ
λ λ λ λ

−− −
= − ⋅

− −
                      (25) 

同(12)，为了计算 m̂ ，对(18)的第二个式子进行傅里叶变换，有 

( )( ) ( )2 2 ˆ1 ,ˆ ˆt
tm I m iµ ξ µ ν ξξ ξ κ ξ ρ= − − + − +                       (26) 

同样，我们引入平行于ξ 的分量
m̂a ξ
ξ
⋅

= 和正交于ξ 的分量 b，再将其单位化有 

( ) ( ) ( ), , , .m̂ t a t b tξξ ξ ξ
ξ

= +                              (27) 

对(27)求导结合(26)有 

( ) ( )2 2

2

ˆ2 1 ,

,

t

t

a a i

b b

µ ν ξ κ ρ

µ

ξ ξ

ξ

 = − + − +

 = −

                         (28) 

对(28)应用 Gronwall 不等式得到 

( )
2

02 ,, ˆe
t

tb t I mµ ξ ξξξ
ξ

−
 
 = −
 
 

                             (29) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 222 2

0
, e ,0 , d ,1 e ˆtt sa t a i s sµ ν ξ µ ν ξξ ξ ξ ξκ ρ ξ− + += − + 

  ∫                (30) 

将(25)带入(30)，且 ( ) 2
1 22λ µ ν ξ λ+ + = − ， ( ) 2

2 12λ µ ν ξ λ+ + = − ， ( ) 2
1

2
2 1λ ξκλ ξ+= 有： 

( ) ( ) 1 21 2
01 2

0
1 2 1 2

2 ˆˆ e ee1 e, ,
t tt t ma t i

λ λλ λ ξλ λ
ξ ξ ξ ρ

λ λ λ λ
κ

ξ
⋅−−

= − + ⋅+
− −

                 (31) 

最后将(31)、(29)带回(27)有 
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1
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t t t t t t
t

mm t i m
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I
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λ λλ λ
µ ξ

λ λ λ λ
µ ξ

ξλ λ ξ ξξξ ξ ρ ξ
λ λ λ λ ξ ξ ξ

ξ λ λ ξξ ξξρ
λ λ λ λ ξ ξ

κ

κ

−

−

 
 

 ⋅−−
= − ⋅ ⋅ + ⋅ + 

− −  

−  −  ⋅ +
 − − 

+ −
 
 

+  
 = − + −
  

 

通过计算 Navier-Stokes-Korteweg 线性方程格林函数的傅里叶变换可得到 ρ 、m 的表达式，为后面计

算上、下界衰减估计做好准备。其应用事例参见文献[6]。 

4. 结论 

本文运用 Gronwall 不等式和这些性质推论求出 NSP 方程和 Navier-Stokes-Korteweg 方程的 Green 矩

阵的傅里叶变换，由此我们可以知道，不管是在有静电势的情况下还是有常数毛细管系数的时候，都可

以运用此方法来求方程的 Green 函数的傅里叶变换，事实上，傅里叶变换在偏微分方程的理论研究中还

有很多重要的应用，尤其是在求偏微分方程的衰减估计中，接下来我将会运用此方法研究磁流体动力学

(MHD)方程在 Besove 空间中的衰减估计。 
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