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摘  要 

本文针对指数分布，依据极大似然估计方法和贝叶斯估计方法，研究了在右删失数据下指数分布密度函

数中参数λ的估计问题，并通过实验数据比较了两种方法的估计效果。研究表明在样本容量相同的情况

下，贝叶斯估计方法要比极大似然估计方法偏差更小，可信度更高。 
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Abstract 

This paper studies the estimation problem of parameter λ in the exponential distribution density 
function under right censored data based on the maximum likelihood estimation method and 
Bayes estimation method and compares the estimation efficiency of the two methods through ex-
perimental data. The results show that under the same sample size, the Bayes estimation method 
has a smaller deviation and higher reliability than the maximum likelihood estimation method. 
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1. 引言 

在实际问题当中，我们所获取的数据不一定是完整的，它会由于在收集或是保存过程中部分因素导

致所获得的数据不完整。比如说对于生存分析，在我们的研究过程当中，相关人员若可以明确的记录每

个研究对象发生某特定终点事件的具体时间，将这种数据称之为完全数据，与完全数据相反的是如果科

研人员不能观测记录到研究对象发生终点事件的具体时间，则把这种数据称为缺失数据。这种缺失数据

在一定意义上来说是不可避免会发生的，像一些数据收集方法不合理的行业，如医药行业，它缺失的数

据高达百分之六十以上，缺失数据的存在意味着我们所获得信息就不完整。这就使得科学研究人员需要

寻找新的方法来解决统计分析中的参数估计问题。 
我国学者对于右删失数据下参数估计问题有着广泛的研究。周旭等探讨了在截断右删失数据下伽马

分析的参数推断问题[1]；侯兰宝等人研究了定时区间删失下指数分布的参数估计[2]；董小刚等研究了部

分区间删失数据下广义指数分布的参数估计及应用[3]；刘长林等进一步研究了无失效数据场合指数分布

可靠度的 Bayes 估计[4]；刘慧馨研究了右删失数据下多响应 ATF 模型的两阶段估计[5]等。 
通过查找大量的文献资料发现对处理右删失数据学者们主要采用的方法为随机加权法及多重插补法

等，本文主要研究了在右删失数据下用极大似然估计法和贝叶斯估计法去估计指数分布的参数，并结合

实证数据讨论两种估计方法的优劣性。 

2. 右删失数据 

对于不完全数据分为右删失数据，左删失数据以及区间删失数据，其中右删失数据是指研究对象只

知道起始事件发生的时间，终点事件发生的时间未知，比如说研究冰箱寿命，冰箱无法制冷为终点时间，

但这个事件并不知道什么时候会发生，这种生存时间的类型就叫做右删失数据。在一些寿命问题的调查

上，我们也不可能说终点事件没有发生就不结束，根据观察 f 时间结束的不同，右删失数据还可以进一

步的分为三种类型，分别是 I 型删失，II 型删失，III 型删失。 
I 型删失是指在调查研究过程当中，所有的研究对象观察的起始时间是一样的，并且观察对象的结束

时间也固定，但已经发生终点事件的观察对象除外。 
如图 1 所示，A，B，E，G，I 表示终点事件已发生，C，D，F，H，J 为没有发生终点时间，到了研

究所固定的结束时间，这样 C，D，F，H，J 的数据就是缺失的，但是它们的生存时间必定超过研究时间。 
II 型删失是指所有的研究对象的起始观察时间是相同的，一直要观察到有足够的研究对象发生终点

事件，其他研究对象的生存时间并不可知，这种情况造成的数据缺失就是 II 型缺失，这种缺失可以说是

在调查研究开始之前就已经想好了缺失数据的比例。 
如图 2 所示，研究对象共有 10 个，有 6 个发生的终点时间，则研究结束，而剩下的 4 个的生存时间

并不可知。 
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Figure 1. I type censoring data 
图 1. I 型删失数据 

 

 
Figure 2. II type censoring data 
图 2. II 型删失数据 
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III 型缺失是指所有研究对象的起始时间不确定，与此同时，研究对象发生终点事件的时间也不可知，

不在本文研究范围内。 

3. 右删失数据下指数分布参数估计及其性质 

3.1. 右删失数据下指数分布参数λ 的极大似然估计 

选取不考虑日常损耗的节能灯的寿命时间作为实验研究观测对象，已知这个观测总体符合指数分布，

指数分布的分布函数为： 

( ) 1 e , 0
0, 0

x xF x
x

λ− −
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≤



 

其概率密度为： 

( ) e , 0
0, 0

x x
f x

x

λλ −
= 
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其中参数 λ 为失效率，在这里可以解释为在单位时间内节能灯报废的个数。我们从选定时间开始观测节

能灯寿命时间，把节能灯发生故障不能正常使用作为终点事件，以一个月为限定，在这一个月内，已发

生终点事件的节能灯所获得寿命数据为正常的，而没有发生终点事件，但到了观测时间，这类节能灯获

得的数据为右删失数据。设观测总体为 200 个，其观测结果记做 ( )1 2 3 200, , , ,x x x x ，其中 ix 以概率 p 缺失 

( 0 1p  )，则实际观测所获得的寿命数据为 ( ),i ix ξ ， ( )1,2,3, ,200i =  ，记 iξ ，
1,
0,i

ix
ξ


= 


在一个月内

超过一个月
。 

这里的 ( )1 2 3 200, , , ,x x x x 与 ( )1 2 3, , , , iξ ξ ξ ξ 是相互独立的，其中 ( ) ( )1 1 0 1i ip p pξ ξ= = − = = − ，可以知道 iξ
服从两点分布。若记

200
1 iin ξ
=

=∑ ，表示 1iξ = 的次数，则可以理解为 200 个节能灯中得到观测值的节能灯

个数，n 是一个二项分布的随机变量。记观测值为 ( )1 2 3, , , , ny y y y ，这里的
200

1 1
n

j i ij iy x ξ
= =

=∑ ∑ 。 
由上述我们可得极大似然函数为： 
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由上式得 λ 的极大似然估计为：

1
n

jj
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y

λ
=
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∑

。  

上面所采用的方法是没处理缺失数据所做的估计，这样估计误差会很大。如果对于缺失数据直接以

30 天作为替代值，则可以得到 λ 的极大似然估计为 200
1

200

ii x
λ

=

=
∑

。 

现通过我们获得节能灯的数据，由所得观测数据计算得出不处理缺失数据时的参数 0.0378λ = 。若

采取插补法，以 30 代替缺失数据的观测值，则计算得出参数 0.0287λ = 。从两个数据我们可以看出不对

缺失数据进行处理所估计出的参数值相比于插补法处理缺失数据所估计出来的参数值偏差更大。 

3.2. 右删失数据下指数分布参数λ 的贝叶斯估计 

我们仍然选取上述节能灯作为观测对象，采取贝叶斯估计方法对参数进行估计。总体服从指数分布，

则选取倒伽马分布 ( ),α βΠ 作为 λ 的先验分布，其中 0, 0α β  为超参数。 λ 的先验分布为： 

( ) ( )
( )1 e

βα
α λβλ λ

α
−− +Π =

Γ
。 
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要估计参数 λ ，我们要先求后验分布的核，后验分布的核等于先验分布 ( )λΠ 乘以样本分布 ( )f x ，

则 ( ) ( ) ( )
( ) ( )1

1
1 e

n
ii xnf x

α βα λβλ λ
α

=− +− + + ∑
Π =

Γ
，若取平方损失函数，则 λ 的贝叶斯估计为：

200
1

200 1
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=
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=
+ −

∑  (以

插补法处理数据后的参数估计值)，若对缺失数据不做处理，则 λ 的贝叶斯估计为：
1

1

n
jj y

n

β
λ

α
=

+
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+ −
∑

。 

我们根据所获得的节能灯观测数据进行估计，取 3α = ， 0.05β = ，在对缺失数据不做处理时，λ 的

参数估计值为 0.0384。用插补法处理缺失数据时得到 λ 的参数估计值为 0.0292。同样我们可以看出用贝

叶斯方法对参数进行估计，依旧是对缺失数据进行处理所得到的估计值偏差更小。 

3.3. 两种估计方法的比较 

以上两种参数估计的方法，对于在右删失数据下的指数总体而言，我们通过上述实例计算可以知道，

极大似然估计方法所得参数估计值的偏差更小。但是贝叶斯估计方法所得参数估计值与极大似然估计方

法所得估计值相差不大，这可能跟主观的对先验概率的取值以及样本容量有一定的关系。为此，我们进

行进一步的模拟比较，假设参数 λ 的真值等于 20，所选择的先验分布中的参 0.8, 60α β= = ，样本容量

分别取 10 和 20，在右删失数据的情况下比较两种估计方法的优劣性。对样本容量为 10 和样本容量为 20
的情况下都产生 25 组模拟样本，分别计算两种估计方法下估计量的相对误差和相对平方误差，其中 1λ 为

用极大似然估计方法计算得出的估计量， 2λ 为用贝叶斯方法计算得出的估计量。若缺失数据个数为 3 个，

所计算出的结果比较见下表 1。 
 
Table 1. Comparison of errors under different missing data 
表 1. 不同缺失数据下误差比较 

缺失数据个数 ( )1Bias λ
λ

 ( )2Bias λ
λ

 ( )1
2

MSE λ
λ

 ( )2
2

MSE λ
λ

 

10 (3) 0.11 0.08 0.012 0.007 

20 (3) 0.08 0.07 0.005 0.004 

表中，
( )iBias λ
λ

表示相对误差，
( )

2
iMSE λ

λ
表示相对均方误差。10(3)表示样本容量为 10，缺失数据为 3，20(3)为样本

容量为 20，缺失数据为 3。 

4. 结论 

由以上讨论可知，对指数分布参数 λ 用极大似然和贝叶斯两种方法估计，其在样本容量相同的情况

下，对比目前文献中常见的随机加权法和多重插补法估计效果更好。同时用极大似然估计方法所得的相

对误差和相对均方误差都比用贝叶斯估计方法所得结果要高，这就说明贝叶斯估计参数的方法要比极大

似然估计方法偏差更小，可信度更高。 
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