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Abstract: In this paper, we use the exp-function method to solve a generalized KdV equation with variable 
coefficients. As a result, several types of solutions are obtained which contain solitary wave solutions, 
blow-up solutions and periodic solutions. 
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摘  要：本文我们利用指数函数方法求解一个广义变系数 KdV 方程，结果我们求出了许多类型的解，

这些解包括孤立波解，爆破解和周期波解。 
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1. 引言 

众所周知，在研究物理、力学、生物和化学过程中会产生许多非线性偏微分方程，这些方程的精确解能使

人们深深地了解方程所描述的过程。但由于非线性偏微分方程的复杂性和计算方法的局限性，人们想求出这些

方程的精确解是困难的。随着孤立子理论的发展，人们提出了许多方法用来求解偏微分方程的精确解，比如逆

散射方法[1-3]，达布变换方法[4]，Hirota 双线性方法[5]，齐次平衡方法[6]，tanh 方法[7]，sine-cosine 方法[8]，Jacobi

椭圆函数展开方法[9]，辅助方程方法[10]，指数函数方法[11,12]等等。在这些方法之中，指数函数方法是非常有用

的一种方法，它能求出非线性偏微分方程的一般形式的孤立波解和周期波解，在数学软件 Mathematica 或 Matlab

帮助下，这个方法的解题步骤又非常简单，而且已经成功地应用到许多方程[13-15]。 

本文将这一方法进一步应用到如下的一个广义变系数 KdV 方程[16] 

             26 6 12t x xxxu g t uu u f t g t u x f t g t f t                        (1) 

其中  f t 和  g t 是两个任意的函数。方程(1)包含下列重要的方程： 

1) 当 时，方程(1)成为文献[17]中介绍的广义 KdV 方程   1g t 
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      26 6 12t x xxxu uu u f t u x f t f t     ,                          (2) 

2) 当     1
1,

12
g t f t

t
  时，方程(1)成为柱状 KdV 方程[18] 

1
6

2t x xxxu uu u u
t

0    ,                                   (3) 

3) 当 时，方程(1)成为变系数 KdV 方程   0f t 

  6t x xxxu g t uu u 0   ,                                   (4) 

特别地，当 时，方程(4)成为著名的 KdV 方程。   1g t 

已有许多关于常系数 KdV 方程的研究，文献[19]利用 Ricatti 方程讨论了常系数 KdV 方程，获得了孤立波

解；文献[20]利用混合指数方法讨论了常系数 KdV 方程。但我们知道常系数只不过是人们在考虑现实物理现象

的某些方面而作的一种理想假设，因此一些作者[18,21]已经开始研究各种不同形式的变系数 KdV 方程，王等[16]

应用齐次平衡方法研究方程(1)，导出方程(1)的 Backlund 变换。在本文中，我们将使用指数函数方法来研究方程

(1)的精确解，我们求出了更一般形式的孤立波解，钟形的孤立波解，周期波解都可作为它的特殊情形。 

2. 广义变系数 KdV 方程的精确解 

为了能应用指数函数方法求解方程(1)，我们首先假设 

         , , exp 12 d
t

u x t v x t f g xf t        .

0xxx

                        (5) 

把(5)式代入(1)，得 

           6 6 exp 12 d
t

t x xv xf t g t v g t f g vv g t v    .                     (6) 

再引入变换 

       , ,v x t V k t x t                                          (7) 

这里 和 是两个未知函数，那么(6)式变为  k t  t

                   

           

36

6 exp 12 d 0.
t

k t x t V xf t g t k t V g t k t V

g t k t f g V V

  

    

        
      

                  (8) 

按照指数函数方法[11,12]，我们假设方程(8)有如下形式的解： 

     
   

exp exp

exp exp
c d

p q

a c a d
V

b p b q
 


 





  


  



,                            (9) 

其中 和 都是未知的常数， 和 都是正整数，并由齐次平衡原则确定。 na mb , ,c d p q
为了确定正整数 和 q ，我们平衡方程(8)中的最高阶导数项与最高阶非线性项，通过简单的计算，我

们有 

, ,c d p

   7 2 6c p c p p c       , 

7 2 6d q d q q d     . 

因此我们能自由选择 和 d 的值。为简单起见，我们设c 1, 1p c q d    ，这样(9)式变为 

     
   

1 0 1

1 0 1

exp exp

exp exp

a a a
V

b b b
 


 





  


  
,                               (10) 
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把(10)式代入(8)式，消去分母，并把以  exp n 和  expx n 形式的各项前面的系数令为零，得到一组以

和 1 0 1 1 0 1, , , , , ,a a a b b b k t   t 为变量的超定方程组，利用数学软件 Mathematica 求解这组方程组，我们得到下

列两组解： 

解 1 

2
0

1 1 1
1

0,
4

b
a a b

b    ,      0

0

exp 6 d
ta

k t f g
b

       ,      3 d
t

t g k           (11) 

解 2 

2 2
1 0 0

1 12
11

,
44

a b b
a b

bb   ,      0 1 1 0

0 1

exp 6 d
ta b a b

k t f g
b b

  
      , 

     30 1 1 0

1 0 0 1

5
d

ta b a b
t g

a b a b
k  


 

   ,                             (12) 

其中 和 都是任意的常数。 0 1 0, ,a a b 1b
下面我们根据解 1 和解 2 两种情形来求出方程(1)的精确解。为了表述方便，我们记 

     exp 6 d
t

A t f g       ,      3 d
t

B t g A    .                  (13) 

1) 解 1 情形 

根据(5)，(7)，(10)和(11)式，我们可求得方程(1)的一般形式的孤立波解 

   
2

0
1 2

0 0 0
0 1

1 0 0

exp exp
4

a A t
u x

b a ab b
b b b

 


   
        
   

f t ,                      (14) 

其中    0

0

a
A t x B t

b
   。由于 是任意的常数，因此当 时，如果取0 0 1, ,a b b 0 0 0a b  0

1 2

b
b  ，则解(14)就成为钟状 

的孤立波解 

   2 20 0
2

0 0

1
sec .

2 2

a a
u A t h xf

b b


 
   

 
t                            (15) 

如果取 0
1 2

b
b   ，则解(14)就成为爆破解 

   2 20 0
3

0 0

1
csc .

2 2

a a
u A t h xf

b b


 
    

 
t

0a b 

                          (16) 

同样地，当 时，这时解(14)能转化成周期解。在(14)式中，我们写0 0
0

0 0

i
a a
b b

  0 的形式，并利用欧

拉公式 

   exp i cos i sin , exp i cos i sin                                 (17) 

那么(14)式可写成如下形式 

   
2

0
4 2 2

0 0 0 0
1 0 1

1 0 1 0

cos i sin
4 4

a A t
u x

b a b ab b b
b b b b

 
 

      
                    

f t             (18) 

如果我们想寻找周期波解或紧解，那么方程(18)的虚部必需为零，即 
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2
0

1
1

0
4

b
b

b
                                            (19) 

得 

0
1 2

b
b                                               (20) 

把(20)代入(18)式，我们就可得到方程(1)的两个周期解 

   2 20 0
5

0 0

1
sec

2 2

a a
u A t xf

b b


 
   

 
t ,                           (21) 

和 

   2 20 0
6

0 0

1
csc

2 2

a a
u A t xf

b b


 
   

 
t .                            (22) 

2) 解 2 情形 

根据(5)，(7)，(10)和(12)式，我们可得到方程(1)的另一个一般形式的孤立波解 

   
0 1 1 0

2 1 1
7 2

1 0 0 1 1 0 0 1 1 0
0 1

1 0 1 0 1

exp exp
4

a b a b
a bu A t xf t
b b a b a b a b a bb b

b b b b b
 

  
 

                      

          (23) 

其中    0 1 1 0

0 1

5a b a b
A t x B t

b b



  。由于 和 都是任意的常数，因此当0 1 0, ,a a b 1b  0 1 0 1 1 0 0b b a b a b  时，如果我们 

在(23)式中取 ，那么我们得到方程(1)的另一种形式的单孤子解 0 2b b 1

        2 21 1
8 1 2

1

1
sec

2 2

a du A t h d A t x d B t xf t
b

      
  


 ,                     (24) 

其中 

0 1
1

1

2

2

a a
d

b


 , 0
2

1

10
.

2

a a
d

b


 1

1b

                                  (25) 

如果取 ，我们得到方程(1)的爆破解 0 2b  

        2 231
9 3 4

1

1
csc

2 2

dau A t h d A t x d B t xf t
b

       
  


                    (26) 

其中 

0 1
3

1

2

2

a a
d

b


 , 0
4

1

10
.

2

a a
d

b


 1

  0a b a b 

                            (27) 

同样地，当 b b 时，则精确解(23)能转化成周期解。我们在(23)式中写0 1 0 1 1 0
0 1 1 0 1 0 0 1

0 1 0 1

i
a b a b a b a b

b b b b
 



的形式，并利用欧拉公式，那么(23)式可写成 

 
   

 
0 1 1 0

2 1 1
10 2 2

1 0 0
1 0 1

1 1

cos i sin
4 4

a b a b
a bu A t xf t
b b bb b b

b b
 

 
 
                    

,                (28) 
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其中    1 0 0 1 0 1 1 0

0 1 0 1

5a b a b a b a b
A t x B t

b b b b


  
 

 
。如果我们想寻找周期波解或紧解，那么(28)式中的虚部必需为 

零，即 

2
0

1
1

0
4

b
b

b
  ,                                     (29) 

得 

0 2 .b 1b                                         (30) 

把(30)代入(28)式，我们就得到方程(1)的两个周期解 

        2 21 1
11 1 2

1

1
sec

2 2

a du A t d A t x d B t xf t
b

       
  


 ,                  (31) 

和 

        2 231
12 3 4

1

1
csc

2 2

dau A t d A t x d B t xf t
b

      
  


 ,                 (32) 

其中 和 分别由(25)和(27)决定。 1 2 3, ,d d d 4d

3. 结论 

我们对广义变系数 KdV 方程应用指数函数方法求出了两类更一般形式的孤立波解，如果对任意常数作适当

选择，这一般形式的孤立波解能转化为钟形的孤立波解，爆破解和周期波解。孤立波解在物理实验和自然界中

总是代表特殊的物理现象，而爆破解在某一点产生奇性，即对任一固定的一点 0t t ，存在 0x 使解在该点爆破。

在文献[22,23]中已有关于解的所谓热点或爆破的许多有趣的信息，这些奇异解也能很好地描述特定的物理现象，

因此这些解也是非常有用的。 
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