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摘  要：本文研究了一类高阶 n 维非线性伪双曲方程组，利用 Galerkin 方法，通过解的先验估计，结

合 Sobolev 嵌入定理，证明了初边值问题整体强解的存在性和唯一性。 
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1. 引言 

非线性伪双曲方程是从动物神经传播，粘弹性杆纵振动等生物、力学中提出的一类重要的非线性偏微分方

程，它的研究具有重要的理论与实际意义。文[1]研究了一类高阶非线性伪双曲方程组，但空间变量是一维的.

文[2]研究了一类多维非线性伪双曲方程  tt tu u f u   的整体解，文[3]研究了一类高阶 n维非线性伪双曲方程

的初边值问题.关于高阶 n维非线性伪双曲方程组的研究在已有文献中还未见到，本文研究了一类高阶 n维非线

性伪双曲方程组的初边值问题，得到了整体强解的存在性和唯一性。 

设 Ω是 Rn中具有充分光滑边界的有界域， ，考虑如下的初边值问题： 0T 
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其中M为正整数， ，     2
0

M Mx H H  φ       2
0

M Mx H H  ψ ，   2
0,M MH H   为相应的 Sobplev

空间，其意义见[4]， ，  1 2, , , Nx t u u u  u u  ,
T  1 2, , , n     为多重指标， 为非负整数，  1,2, ,i i   n

1 2 n       ， ，假设 满足：        T
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2. 解的存在性 

在证明解的存在性之前先来证明一个引理。 

引理 1.1：若   1, 2,j x j   为问题 
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 为拉普拉斯算子，则 的特征函数系，这里 为 中具有充分光滑边界的有界域， nR

    2L 1, 2,j x j   构成 中的正交基底且构成  0
MH  的正交基底，也构成 的正交基底。    2

0
M MH H  

证明：考虑特征值问题 
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由上式知微分算子  1
M ML    的共轭算子 L L  ，即算子 是自共轭的。 L
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这里 在不同位置代表不同正常数，因此C      
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由[5, p. 252]定理 7.23，特征问题 ( )A 具有特征函数   
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在V 中取一非零元素 ，因此按此内积有  v x V

       

         

1,2,3, , , 0 d 0,

1 d 0 d

M M
j j

M M
j j j

j x v x x v x

x v x x x v x x

 

  


 

        

     



 



0.

x

 

由


，即   0, d 0j j x v x x          , 0 1, 2,j x v x j    .  由 
1j j

x



构成 的一组正交基 

，与 为非零元素矛盾。故

 2L 

  0v x   v x   
1j j

x



构成  0

MH  中的一组正交基。 

下面证明特征函数系  
1j 

j
x




    2M MH H构成 0  中的一组正交基。 

由[6, pp. 75-76]结论知，  
 2

M

L
u x


 为空间    2

0
M MH H  中的等价模，在 中可以

定义内积 ，若按此内积

   2
0

M MH H  

,    
1j j

x



不构成    2

0
M MH H  中一正交基底，则在    M2

0
MH H  中由

Copyright © 2013 Hanspub 22 



严曼，肖黎明  一类高阶 n维非线性伪双曲方程组的初边值问题 

  
1j j

x



张成闭线性子空间有非零正交补V ，在V 中取一非零元素     2

0
M Mv x H H   

d 0,x 

，则 

  j x v



 , 0x  ，即 

   d 0M M
j x v x x   ,     M Mx v x



     1 1
M M

j
 

  
A

M M
j j x v 



 
式

   

1, 2,3, ,

d 0,

d 0,

M
j

j

x x j

x v x x

x

 



  



 

 1 dx x  0,  

由 

    

  

       

0 1, 2, d 0,

1 1, 2,3, ,

0,

M

M M M
j

M M
j j

j x v

x v x j

x v x x v x  



 

    

    

   



 

  1

0,

M

x

 





 

 

 

d

1 d

j j

x

 

 

由 

       0 1, 2, ,v x x j  

   

0 1 3, d

, 0 1, 2, .

j j

j

j x

x v

 

   

, 2,

x  j

 


 
 

  j 
1j

  
1j j

x
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中强收敛，由常微分方程理论知(II)存在局部解 2MH    0
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为得到整体解，下面作近似解的先验估计：引理 2.1：若条件(1.5)，(1.6)成立，则有估计式 
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由于当 时， ， 在m  m φ φ m ψ ψ    2
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M MH H  中强收敛，所以当m 时，     , ,m m ψ ψ ψ ψ ,  
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经计算得 
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mtt mtt m mtt m mtt m mtt

M M M M
mtt mtt m m mtt mtt m m

m m mtt mtt

x x x x x

x x x x

x x


 




       

       

 

u u φ u ψ u f ψ u

u u φ φ u u ψ ψ

f ψ f ψ u u

 

因此 

             31 2

1 3 2

1 1 1
1 ,0 , ,0 , ,

2 2 2 2 2 2
M M M M

mtt mtt m m m m m mx x
 

  
           
 

u u φ φ ψ ψ f ψ f ψ, .

, ,

 

取 1 2 3  充分小，使得 31 2 1
1

2 2 2 2

      
 

， 

当 ,m   m xψ 在    2
0

M MH H  中强收敛于  xψ ，故当 ，m    , ,M M M M
m m    ψ ψ ψ ψ 

m
， 

 ,m ψ ψM M 能用一与 无关的正常数控制住，同样道理，m  ,m m φ φM M 能用一与 无关的正常数控制住， m

类似于前面的推导，     ,m mf ψ f ψ 也能用一与 无关的正常数控制住，类似前面推导知m  1
,

2
M M

m m ψ ψ 能 

用一与 无关的正常数控制住，所以m    2

2
,0 consmtt L
x t


u 。 

又由已证的不等式 

            0

1 1 1 1
, , , ,0 , ,0 ,

2 2 2 2
M M M M M M

mtt mtt mt mt mtt mtt mtt mtt m m mtt mttx x k            u u u u u u u u ψ ψ u u, ,  

因为    2

2
,0mtt L
x


u 有界，类似于前面的推导知  1

,
2

M M
m ψ ψm m也能用一与 无关的正常数控制住，所以 

     0

1 1
, , , ,

2 2
M M M M

mtt mtt mt mt mtt mtt mtt mttk C         u u u u u u u u ,  

其中 为正常数，再根据 Gronwall 不等式得 C

     2 2 2

2 22
consM M

mtt mtt mtL L L
t

  
    u u u   0 ,t T    

引理 2.2 证毕！ 

引理 2.3：若条件(1.5)，(1.6)成立，则有估计式 

     2 2 2

2 2 2
cons .M M M

mt m mtL L L
t

  
     u u u  

证明：方程(2.4)两边同乘以  k mikg t  得 

               , 1 , ( 1) , ,
M M M M

mitt k mik k mi k mik k mit k mik k i mt k mik ku g t u g t u g t f g t                u ,  

关于 从 1 到 作和得 k m

                 , 1 1 , 1 1 , 1 , 1 ,
M M M M M MM M M M M

mitt mit mi mit mit mit i mt mitu u u u u u f              u Mu  

关于 从 1 到 作和得 i N
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                 , 1 1 , 1 1 , 1 , 1 ,
M M M M M MM M M M M

mtt mt m mt mt mt mt mt              u u u u u u f u Mu  

对于右边项， 

              1

1

1
, 1 , 1 , 1 ,

2 2
M MM M

mt mt mt mt mt mt




       f u u f u f u u u
M M  

取 1 充分小，使得 1 1
1

2 2


  ，所以 

              
1

1 1
, 1 1 , 1 , , ,

2 2
M M MM M M M M

mtt mt m mt mt mt mt mt
          u u u u u u f u f u  

由 公式得 Green

          
1

1 d 1 d 1 1
, , , ,

2 d 2 d 2 2
M M M M M M

mt mt m m mt mt mt mtt t 
        u u u u u u f u f u ,  

两边从 0 到 积分得 t

   

       
1

1 1 1
, , ,

2 2 2
1 1 1

, , ,
2 2 2

M M M M M M
mt mt m m mt mt

M M M M
m m m m mt mt

         

,         

u u u u u u

ψ ψ φ φ f u f u
 

由引理 2.1，引理 2.2 知，  
2

consMmt H
t


u  0 t T  ， 

     2 222 2
1 1 1 1 1 1 1 1, , 2 d

pp p p

mt mt mt mt mt mta b a b a a b x b x
 

        
 

 f u f u u u u u d ,  

由 Sobolev 嵌入定理得 

(注意到当 2M n 时，
2

2
2

n
p

n M
 


；当 2M n 时， 2 p   )， 

 d consp

p p

mt mt L
x t


  u u ，    

1
1

22 2 2 22 2d d 1 d consp

pp p

mt mt mt L
.x x x C t



  

    
 

  u u u  

所以 。在下面不等式     , consmt mt tf u f u

   

       
1

1 1 1
, , ,

2 2 2
1 1 1

, , ,
2 2 2

M M M M M M
mt mt m m mt mt

M M M M
m m m m mt mt

         

,         

u u u u u u

ψ ψ φ φ f u f u
 

中，由于当 时，m   m xφ 在    2
0

M MH H   中强收敛于  xφ ，  m xψ 在 强收敛于   2
0

M MH H  

 xψ ，因此当 ，m     1 1
, ,

2 2
M M M M

m m m    ψ ψ φ φm 收敛于    1 1
, ,

2 2
M M ψ ψ M M  φ φ ， 

   , ,M M
m mφ φ

1 1

2 2m m M M  ψ ψ  

能用一与 无关的正常数控制住，因此由以上不等式得 m

   1 1 1
, , ,

2 2 2
M M M M M M

m m mt mt mt mt t          u u u u u u cons ,  

即 
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     2 2 2

2 2 2
cons .M M M

mt m mtL L L
t

  
     u u u  

引理 2.3 证毕！ 

引理 2.4：在引理 2.3 条件下成立不等式
 2

2
consM

mt L
t


 u  0 t T  。 

证明：方程(2.4)两边同乘以  k mikg t  ， 

                 , 1 , 1 , ,
M MM M

mitt k mik k mi k mik k mit k mik k i mt k mik ku g t u g t u g t f g t                u ,  

关于 从 1 到 作和 k m

                 , 1 1 , 1 1 , 1 , 1
M M M M M MM M M M M

mitt mit mi mit mit mit i mt mitu u u u u u f              u Mu  

关于 从 1 到 作和 i N

                 , 1 1 , 1 1 , 1 , 1
M M M M M MM M M M M

mtt mt m mt mt mt mt mt              u u u u u u Mf u u  

从而有 

                 1 , 1 , 1 1 , 1 , 1
M M M M M MM M M M M M

mt mt mtt mt m mt mt mt               u u u u u u f u u  

而 

      1

1

1
, 1 , , ,

2 2
M M M M

mtt mt mt mt mtt mtt




      u u u u u u  

        2

2

1
1 , 1 , ,

2 2
M MM M M M M M

m mt mt mt m




          u u u u u ,mu  

              3

3

1
, 1 1 , 1 , ,

2 2
M M MM M M

mt mt mt mt mt mt




       f u u u u f u f u  

        

      

      

1

1

2

2

3

3

1
, 1 , 1

2 2

1
1 , 1 ,

2 2

1
, , ,

2 2

M MM M M M
mt mt mt mt mtt mtt

M MM M M M
mt mt m m

M M
mt mt m m

,










       

       

   

u u u u u u

u u u u

u u f u f u

 

所以 

          
3

31 2

1 2

1 1 1
1 , , , ,

2 2 2 2 2 2
M M M M

mt mt mtt mtt m m mt mt

 
  

           
 

u u u u u u f u f u .  

由引理 2.3 的结论和引理 2.3 的证明过程及引理 2.2 知  , cM M
m m t  u u ons ，     , consmt mt tf u f u ， 

 , conmtt mtt tu u s , 1取 ， 2 ， 3 充分小，使 31 2 1
1 ，所以

2 2 2 2

 
     , consM M

mt mt t  u u ，即
 2

2
cons .M

mt L
t


 u  

引理 2.5 证毕！ 

定义：  ,u u x t 称为问题(1.1)~(1.4)于  0,T 上的整体强解，若 

    
    

     

2
0

2
0

2 2
0

0, ; ,

0, ; ,

0, ; 0, ; .

M M

M M
t

M
tt

u L T H H

u L T H H

u L T L L T H
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对一切       2, 0, ;x t C T L u 成立 

        0
1 1 , , d

T M MM M
tt t t x t t        u u u f u u 0,且    0 0, .t t tx x  u φ u ψ  

定理 1：若 ，      2
0

M Mx H H  φ 
M M     2

0x H H ψ   ，条件(1.5)，(1.6)成立，则问题(I)存在上述意义下的整体强解  ,x tu u 。 

证明：把(2.1)~(2.3)代入(II)得 

       

       

 
 

1 1

1

, 1 ,

1 , , , 1, 2,

0 ,

0 .

m m
M M

mij j k j k mij
j j

m
M M

j k mij i mt k
j

mij mij

mij mij

g t g t

, ,g t f k m

g

g

   

  





 



    

    

 


 

 

 u   

由引理 2.1~引理 2.4 知   ,i mt kf u 可用一与 无关的正常数控制住，因此由常微分方程理论知上面方程组有

整体解

mtu

 mijg t ，所以(II)有整体解 。由引理 2.1~引理 2.4 知  ,miu x t 

 2

2
consm L

t

u ，  2

2
consmtt L

t

u ， 

 2

2
consmt L

t

u ，

 2

2
consM

mt L
t


 u ， 

 2

2
consM

mt L
t


 u ，

 2

2
cons .M

m L
t


 u  

由弱紧性可得，存在 的一个子序列，不妨设为mu  vu ，当 时， v

vu 弱*收敛到                                            (2.5) u

于       2
00, , M ML T H H    中， 

vtu 弱*收敛到                                            (2.6) tu

于            2 2
00, , 0, ,M ML T H H L T L     中， 

vttu 弱*收敛到                                          (2.7) ttu

于         2
00, , 0, ,ML T H L T L  2  中，由引理 2.1~引理 2.4 知， , ,vt vtt vtu u u (由内插不等式知  2vt L 

u 能

用  2vt L 
u 与

 2

M
vt L 

 u 控制住，而  2vt L 
u 与

 2

M
vt L 

 u 是有界的，故  2vt L 
u 有界)。 

于        2 2 2 20, ; TL L T L L Q      0,TQ  0, ;L T T 中有界，因此 于vtu  1
TH Q 中有界，由  1

TH Q 紧

嵌入到 中知， 可选出一子列(仍记为 )使 在 2
TL Q vtu vtu vtu  TL Q2 中强收敛且几乎处处收敛到 ， tu

     2 2
1 1 1 1

2 22
1 1 1 1

, ,

2 d

p p

vt vt vt vt

p
p

vt vt

a b a b

a a b x b
 

    
 

    

f u f u u u

u u d ,x

 

由引理 2.1 及引理 2.4 知  
2

consMvt H
t


u ，由 Sobolev 嵌入定理得    

2 2
consp Mvt vtL H

C t 2
 
 u u (当 M n 时， 

2
2

2

n
p

n M
 


；当 2M n 时， )。 2 p  

因为  d consp

p p

vt vt L
x t


  u u ，      

1 1
22 2 22 d d 1 d consp

pp
p

vt vt vt L
x x x

  
   u u u t ， 
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所以 

        2

2
, cons .vt vt vt L

t


 f u f u f u  

由于当 时， 在 中强收敛且几乎处处收敛及v  vt tu u  2
TL Q         2

2
, cvt vt vt L 

 f u f u f u onst ，由[7](p. 

11 引理 1.3)可知    tf u 2

M M

vt f u 在 中弱收敛。  TL Q

在           , 1 , 1 , ,M M
mitt k mi k mit k i mt ku u u f         u  m v中取  得 

          , 1 , 1 , ,
M MM M

vitt k vi k vit k i vt ku u u f         u ,  

两边同乘     0, 1,2, ; 1, 2, ,kid t C T k i N    得 

                 , 1 , 1 , ,
M MM M

vitt ki k vi ki k vit ki k i vt ki ku d t u d t u d t f d t         u ,

v

1












 

关于 求和得 1,2, ,k v v  

                     
1 1 1

, 1 , 1 , ,
v v v v

M MM M
vitt ki k vi ki k vit ki k i vt ki k

k k k k

u d t x u d t x u d t x f d t x  
  

  

                  
      

   u  

关于 从 到T 积分得 t 0

         

           

1 10 0

1 10 0

, d 1 , d

1 , d ,

T Tv v
M M

vitt ki k vi ki k
k k

T Tv v
M M

vit ki k i vt ki k
k k

u d t x t u d t x t

u d t x t f d t x

 

 

 

 

 

 

        
   

       
  

  

   u dt


 1, 2, , ,i N   

由(2.5)~(2.7)及   vtf u 于  2
TL Q 中弱收敛于  tf u (对应有  i vtf u 于  2

TL Q 中弱收敛于    1,2, ,i tf i Nu  )， 

在上式中令 得 v 

         

           

1 10 0

1 10 0

, d 1 , d

1 , d ,

T Tv v
M M

itt ki k i ki k
k k

T Tv v
M M

it ki k i t ki k
k k

u d t x t u d t x t

u d t x t f d t x

 

 

 

 

 

 

        
   

       
  

  

   u d ,t



 1, 2, , ,i N   

由于 构成 的一组标准正交基，而  
1k k

x



 2L     0,kid t C T  1, 2, ; 1, 2, ,k i   N ， 

   
1

1,2, ; 1, 2, ,
v

ki k
k

d t x v i N




    
 
   在空间     20, ;C T L  中稠密，因此对任意 

       2, 0, ; 1, 2, ,i x t C T L i N     成立 

           

           
0 0

0 0

, , , d 1 , , , d

1 , , , d , ,

T T
M M

itt i i i

T T
M M

it i i t i

u x t x t t u x t x t t

u x t x t t f x t t

 

 

  

   

 

  u d ,

 1, 2, ,i N 

N

， 

上式关于 求和得对任意1, 2, ,i                2
1 2, , , , , , , 0, ;

T

Nx t x t x t x t C T L   u 

d .

成立 

           

           
0 0

0 0

, , , d 1 , , , d

1 , , , d , ,

T T
M M

tt

T T
M M

t t

x t x t t x t x t t

x t x t t x t

  

   

 

 

u u u u

u u f u u t
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最后证明 满足初始条件u   ,0 x xu φ ，由(2.5)，(2.6)知，           2
0, , , 0, , ,M M

vi iu x t u x t C T H H     

故当 时，由(2.5)知v  ,0u xvi 弱收敛到  ,0u xi 于    0
MH2MH    中，又已知 v 时， 

在 ,0u x  x 1, 2,vi i    ,i N  M2MH  0H  中强收敛，就得到了     ,0 1, 2, ,i iu x x i N   。所以

 ,0  x xu  φ 。 

再证  ,x tu 满足初始条件     ,0 1,2, ,it iu x x i N   ，由(2.6)，(2.7)知         2, , , 0, ,vit itu x t u x t C T L  ，

因此，当 v 时，由(2.6)知  ,0vitu x 弱收敛到  ,0itu x 于    , ,N v 2 1, 2L i  中。又因为当 时，

在 中强收敛，从而得到 ,0vitu x i   1, 2, ,i N x   2L      ,0it iu x  1,2, ,x i N   ，所以 

 ,0t  x x ψu 。 

所以  ,x tu u 是问题(I)的强解。 

3. 初边值问题(1.1)~(1.4)强解的唯一性 

定理 2：若条件(1.5)，(1.6)成立，则非线性问题(I)整体强解唯一。 

证明：设 ， 为非线性问题(I)的两个整体强解。 1u 2u

令 ，则 满足 1 w u u2 w

       
   

 
 

1 2

0,

1 1

, ,  0 1,

,0 ,

,0 .

M MM M
tt t t t

T

t

f f

D x t M

x

x

 

        

    

 




w w w u

w

w

w

0

0

0

,u

 

两边用 做内积，得 tw

           2, 1 , 1 , , 0
t t

M M tM M
tt t t t t t t

t





 
           

u w

f u
w w w w w w w w

u
1 ,  

由条件(1.5)知 

     2 0, , 0
t t

t
t t t t

t

k





 
    

u w

f u
w w w w

u
1 ,  

因此  

       0

1 d 1 d
, , ,

2 d 2 d
M M M M

t t t t t tk
t t

      w w w w w w w w,  

两边从 0 到 积分得 t

     0

1 1
, , ,

2 2
M M M M

t t t t t tk        w w w w w w w w, ,  

两边同时加上  , ,M M
t   w w w wt  ，左边将它化为   1 1

, ,
2 2

M M  w w w w ，右边将它估计为 

      1
, , , , , ,

2 2
M M M M M M

t t t t t




                  w w w w w w w w w w w w ,t   

因此有 

     

     0

1 1
, , , ,

2 2
1

, , , , ,
2 2

M M M M
t t t t

M M M M
t t t t t tk




        

,              

w w w w w w w w

w w w w w w w w w w
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 充分小使
1

1
2 2


  ，得 取

     

    0

1 1 1
, , , ,

2 2 2
1

, 1 , , ,
2

M M M M
t t t t

M M
t tk



        

       

w w w w w w w w

w w w w w w

 

由 Gronwall 不等式得 

     2 22

2 22
0.M

tL LL 
  w w w 

2

 

所以 a.e 。 0w  1 u u
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