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Abstract: Multivariate interpolation is one of the hot research problems of computational mathematics, which 
derives its widespread application in the list, the multiple functions of finite element method, industrial prod- 
uct design, research and production. This paper first introduces the basic concepts of multivariate interpola- 
tion, and then studies the existence and uniqueness of multivariate interpolation function, that is, how to cho- 
ose the set of nodes to make the existence and uniqueness of multivariate interpolation polynomial function at 
the same time; this paper gives some construction methods on set of nodes for multivariate interpolation, such 
as: linear superposition method and curve superposition method. The application of construction method is 
given in this paper. We use MATLAB software to realize binary linear interpolation, binary quadric and bi- 
nary cubic interpolation and find that interpolation effect is also getting better and better along with the in- 
crease in the degree of interpolation polynomial  
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摘  要：多元插值是目前计算数学领域的一个热门研究问题，这源于它在多元函数列表、有限元法、

工业产品外形设计等实际科研生产中的广泛应用。本文首先介绍了多元插值的基本概念，进而研究了

多元插值函数的存在唯一性问题，也就是如何选择结点组才能使多元插值多项式函数惟一存在问题，

同时本文给出了多元插值结点组的一些构造方法，如：直线法叠加法、弧线叠加法。本文将这两种构

造方法应用到具体的示例中， 后应用本文给出的构造方法，我们用 MATLAB 软件来分别实现了二

元一次、二元二次和二元三次插值，并将它们进行了对比，发现随着插值多项式次数的增加插值效果

也越来越好。 

 

关键词：适定结点组；多元多项式；多元插值 
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1. 引言 

多元插值问题是计算数学领域中一个非常重要的基本问题，同时也是一个经典的数学问题，在计算数学中

占据着核心地位。由于多元插值在许多科研领域有广泛的应用，因此多元插值问题的研究也越来越受到人们的

重视。但是，传统的多元差值格式的构造方法，其中的公式十分繁琐，计算量又很大，单纯依赖便携式计算器

或手工操作是远远达不到科研生产需要的，因此如果能够使用计算机来解决插值问题的一个很重要的手段，本

文就是利用 MATLAB 数学软件来实现多元插值。 

本文参考[1,2]中给出了多元插值问题的定义，提出了文章研究的课题；参考文献[3,4]给出的适定结点组存在性

和唯一性的相关定理，并给出了选取适定结点组的几种方法，为下文具体示例中选取适定结点组用 MATLAB

软件来实现插值做理论铺垫；借鉴文献[5,6]，本文选择适当示例用 MATLAB 软件[7]编程得以实现多元插值格式，

并给出了相应插值多项式及被插函数的图像，以便直观地观察插值的效果。 

1.1. 多元多项式函数插值问题提法 

定义 1[1]：设 ， ，…， 1 ,P x y 2 ,P x y  ,kP x y 是一组线性无关的实系数二元多项式 

      1 2Span , , , , , ,kP P x y P x y P x  y ， 

D 是 上的有界闭区域，2R  f D ， 是 D 中互异的点。二元多项式插值问题，寻找 p P，使得下

述插值条件被满足： 

1, , kq q 

    , 1, ,i ip q f q i k                                       (1) 

这样的多项式 称为 ,p x y  ,f x y 在 P 中的插值多项式， 称为插值结点。 1, , kq q

1.2. 多元插值多项式存在性讨论 

定义 1[3]：(Haar 定理)设 S 是欧式空间  2nR n  中包含一个内点 q 的点集。设 定义于 S

上，且其中每个函数均在 q 的一个邻域内连续，则这个函数组在 S 上不是唯一可解的。 

1 2, , , 1n n    



根据 Haar 定理，在构造多元插值多项式时，插值结点组的选取是一个关键的问题，因为并不是对于任意给

定的插值结点组，多元插值多项式都是存在并且唯一的，为求得插值多项式，首要的问题就是选择插值结点组

，使得插值问题(1)的解存在并且唯一。 1, , kq q
定义 2：若对任意给定的被插函数  ,f x y ，插值问题(1)的解均存在并且唯一，则称 是空间 的适

定结点组。 
1, , kq q P

引理 1[2]：点组 是空间 P 的适定结点组，必须且只须该点组不在 P 中的任何一条代数曲线上。 1, , kq q

2. 主要定理及其证明 

关于 的适定结点组的选取问题本文给出下列构造方法。 nP

定理 2：(多元插值函数适定结点组构造方法)若 是 的适定结点组，且它们的每个点都不在某条

次( 或 2)不可约代数曲线

1, , kq q nP l
1l   ,q x y  0 上。则将在该曲线上任取的  3n l 1  个不同点与 放在一起，必

构成空间 的一个适定结点组。 
1, , kq q

n lP 

证明：用 A 表示不可约代数曲线  ,q x y 0 上所取的  3n l 1  个不同点的集合，  的点数
1

k

i i
q


2

1nk C  。

用 B 表示这两个点集的并，则点集 B 的点数恰与 n lP  的维数 2
2n lC   相同(注： 1l  或 2)。利用反证法来证明 B 是

的适定结点组。假若 B 不是 P 适定结点组，则由引理，必存在非零多项式n lP  n l 的   1ny P ,xp 得 B 中的所有

点落在代数曲线  p 。但 A 中的点均位于不可约代数曲线

使

0 上,x y   , 0q x y  上，于是 l 次不可约代数曲线

 , y  0q x 与代数曲线 至少有   , y  0p x  1 l3 1n l  n 个交点。由 Bezout 定理， 与 必有公  ,p x y  , yq x
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因子存在。但 是不可约多项式，是故 ,q x y  ,q x y 必为  ,p x y 的因子。即有多项式因子 存在，使

得

 , nr x y P

   p x y x y  , ,q x y r ,       , 1,i i 2,i ir q p q q q  , k 注意到  1

k

i i
q


是 的适定结点组，所以nP  , 0yr x  ，

进而 ，此与 是非零多项式的假设相矛盾。  ,p x y  p x0  , y 

3. 适定结点组的构造方法 

利用定理 2 可以构造出一系列的适定结点组，例如有以下构造 的适定结点组的几个方法： nP

3.1. 直线型结点组 

第 0 步：在 上任取一点 作为结点， 2R 1Q

第 1 步：在 上任做一条直线 1不通过点 1，在其上任取两个互不相同的点作为新增加的结点， 2R l Q

…………………， 

第 n 步：在 上任做一条直线 不同过前面已经选好的点，在其上任取 n + 1 个互不相同的点作为新增加

的结点， 

2R nl

当 n 步完成时所得到的结点组记为 ，并称它为直线型结点组。根据定理 2 显然 是 的适定结点组(例

如图 1 的取法)。 
nT nT nP

 

Q1

Q4
Q5

Q6

Q2
Q3

 

Figure 1. Method of adding the straight-lines  
图 1. 添加直线法 

 
 

3.2. 弧线型结点组 

第 0 步：在 上任取一点 作为结点， 2R 1Q

第 1 步：在 上任做一条二次不可约曲线 (可以是椭圆、双曲线或抛物线)不通过点 ，在其上任选 5 个

互不相同的点作为新增加的结点， 

2R 1l 1Q

………………， 

第 n 步：在 上再做一条二次不可约曲线 不通过前面已经选好的点，在其上任选 4n + 1 个互不相同的点

作为新增加的结点， 

2R nl

当 n 步完成时所得到的结点组记为 2nH ，称为 2n 次弧线型结点组(例如图 2 的取法)。 
 

 

 

Figure 2. Method of adding the conic curves 
图 2. 添加圆锥曲线法 
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定理 3： 2nH 是 的适定结点组。 

然，

2nP

证明：显 2nH 是 P 的插值结点组。下面只需要证 2nH2n 的适定性。用数学归纳法。当 n = 0 时命题显然

为真。现在假设命题 n k 真，来证对 1n k  也为真。用 法，假若不然，则根据引理 2，H 必在 P对 为 反证  2 1k  2 1k

中的某条代数曲线 

   
 

 
 

2 1
00 10 01 2 1 0

2 1
02 1

,

0

k
k

k
k

P x y c c x c y c x

c y







    

  




 

设 的方程是： 

由于它是一条二次曲线，故其二次项系数不全为 0，并且如果它不是

1kl 

  2 2
00 10 01 11 20 02, 0Q x y x y xy x y             

 , 0P x y  的分量，则根据 Bezout 定

理，它至多和  ,P x y 交于  4 1k  个点，但是按照我们的选点规则， 1kl  包含  4 1k  个 中的点，也就是

说，它与 P x  4 1k
 2 1kH 

, 0y  有  个交点，这就发生了矛盾。因此 1kl  一定是  , 0P x y  的分量，从而有分解式：

     1, ,x y P x,P x y y  y 是 2k 次多项式。由选点规则知，Q 其中 1 ,P x 1kl  不通过第 k + 1 步以前所选取的点，

组因此 1P x y, 0 通过结点 2kH ，由引理 2，此处的 2nH 在 中不适定， ，该命题得证。 

点 O 为圆心做 n 个不同的同心圆周， 周上分别取 5,9,13, , 4 1n  个不同的点，则

2kP 矛盾。故此

推论 1：以一 在每个圆 这

些点和 一般地点 O 就作定了 P 中的一个适定结点组。另外添加直线法和添加弧线法可 ，若已知 的

一个适定结点组 ，则在不通过 的任何一条 i 次(i = 1 或 2)曲线上再取

2n 交替使用。 nP

nT nT  2 1n  个点，便可构成 的适定结

点组 。 

1：

1nP 

1nT 

注记 以上给出的构造多元函数插值适定结点组的方法是与要插值的函数无关的；也就是说只要在实际

科研生产

多元多项式插值示例

例 1：用多项式插值

中给定了要插值的函数，按照我们给出的构造插值结点组的方法，就一定能够构造出唯一的插值多项

式来，通常，只要插值的函数不同，所构造出的插值多项式函数也会不同。 

4.  

  2 2,f x y x y  这个二元函数。我们先用二元一次多项式函数做插值函数：取点

 1 0,0Q 作为结点，作直线 1y x 

适定

如图 2~4 所示，并在该直线上取异于 点的两点  ，  作为结点，

知 ， ， 为一组 结点组，一次插值多项式为：

1Q 2 0,1Q 3 1,0Q

由定理 3 1Q 2Q 3Q  1 ,f x y x y  。
 

 

2

-2

f x   = -x+1
Q2

Q1

Q3

 

Figure 3. A diagrammatic sketch of example one (interpolation of degree one) 

 

用二元二次多项式函数做插值函数： 

图 3. 例一的示意图(一次插值) 

取点   ，  4 0, 1Q  2 0,1Q ，  3 1,0Q ， ，和  5 1,0Q 1 0,0Q 作为结点，做单位圆，在单位圆取

6

2 2
,

2 2
Q

 
  
 

这 5 个互异的点作为结点组(如图 4 所示)，由定理 3 可知，所取点组 为适定结点组，1 6, ,Q Q
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得到该函数的二次插值多项式为：  2 , 2 2f x y x y  。 
 

2

-2

Q6
Q2

Q1

Q5

Q4

Q3

 

Figure 4.  example one (interpolation of degree two) 
图(二次插值) 

 

用二元三次多项式函

在平面直角坐标系中做单位圆并将其记 正五边形，延长五边形的五条边，得到这

五条 记 圆为 ，则 和 是同心圆，经计算得圆 的半径为

A diagrammatic ketch of
图 4. 例一的示意

数做插值函数： 
为O ，并做该单位圆的内接1

该边分别相交于五个点且这五个点共圆， 2 1 2 2O O O O
3 5

2

如图 5 所示，在圆 1O 上取互异的 5 个点


，

1 2
Q   ，

3 5
,0

 

 


2

3 5 

 
0,

2
Q ，


 3 ,0

2
Q   

3 5 

 
， 4 0,Q   

3 5

2

 


 
，

5

3 2 10 3 2 10
,Q

  
   ，在圆 2O 上取 个点

4 4 
互异的 5  6 1,0Q ，  0,1Q7 ， 8 1,0Q  9

2 2
,

2 2
Q

 
  
 

， ，

10

1 3
,

2 2
Q

 
  
 

，由定理 2.3 得 ，得1 10, ,Q Q 是一个适定结点组 到   2 20 .44723 0 .44, .5528 72 0f x y x y

数的二次插值  
 

   ，即为该函

多项式。

2

-2

Q9

Q8 Q6

Q5

Q3

Q2

Q4

Q7

Q1Q10

 

Figure 5. A diagrammatic sketch of example one (interpolation of degree three) 
图 5. 例一的示意图(三次插值) 

 

. 用 MATLAB 来实现多项式插值 5

22),( xyxf 给定要插值的函数： y ，用 MATLAB 软件实现二元一次、二元二次和二元三次插值图

像如下： 
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Figure 6. Image by interpolation function 
图 6. 被插值函数图像 

 

 

Figure 7. Image of interpolation function degree one and image by interpolation function 
图 7. 一次插值函数图像与被插值函数图像 

 

 

Figure 8. Image of interpolation function degree two and image by interpolation function 
图 8. 二次插值函数图像与被插值函数图像 
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F

 

说明：图 6 是插值函数

igure 9. Image of interpolation function degree three and image by interpolation function 
图 9. 三次插值函数图像与被插值函数图像 

  2 2,f x y x y  的曲面图；图 7 是构造出的二元一次插值函数插值效果图；图 8

是构造出的二元二次插值函数插值效果图；图 9 是构造出的二元三次插值函数插值效果图。 

由以上图像我们可以看出：随着插值次数的增加插值效果越来越好，插值多项式的图像越来越贴近原函数

图像。 

比如，我们用插值多项式求在  1, 1  处的函数值，一次、二次、三次的插值结果分别为：−2.00，2.00，1.4472，

而在该点处的精确值为 2 ，那么误差分别为 1 2 2 3.414t     ，2 2 2 0.586t    ，3 1.4472 2 0.033t    。 
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