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Abstract: Deterministic small-world network is an important branch of study of complex networks. In 2008, 
Zhang et al. in Eur.Phys.J.B 63 have offered detailed topological characteristics of the deterministic uniform 
recursive tree from the viewpoint of complex network. They derived topological characteristics of the deter-
ministic uniform recursive tree. It shows a logarithmic scaling with the size of the network, however, its clus-
tering coefficient is zero. In 2012, Lu, et al. in Physica A 391, based on the deterministic uniform recursive 
tree, by a simple rule to add some edges, got a deterministic small-world network model. In this paper, using 
an approximation algorithm based on the network construction, we show explicitly the average path length of 
the model constructed in Physica A 391. 
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摘  要：确定性小世界网络是复杂网络中的一个重要的研究分支。2008 年，章忠志等人(Eur.Phys.J.B 63)
在复杂网络的视角下对确定性均匀递归树作了详尽地分析，得到了其拓扑属性。尽管确定性均匀递归

树的平均路径长度表现出了网络大小的对数规模，但是它的聚类系数为零。2012 年，陆哲明等人(Physica 
A 391)通过在确定性均匀递归树的基础上以一个简单的规则添加一些边得到一个确定性小世界网络模

型。本文根据网络模型的结构用分析的方法给出了文献 Physica A 391 中的模型的平均路径长度的逼近

方法。 
 

关键词：图论；平均路径长度；小世界网络 

1. 引言 

很多现实生活网络都体现出了小世界效应[1-4]，诸如交通网络、电力网络、选举网络和社会关系网络。小世

界网络有两个典型的属性：其一，较短的平均路径长度。平均路径长度与网络顶点个数的对数成正比例关系。
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其二，较高的聚类系数。高的聚类系数使网络包含一些块。 
除度分布[5,6]、中心性[7]等以外，平均路径长度是一个基本的刻画复杂网络的度量。同时，网络的平均路径

长度对其不同的动力学特性具有很大的影响，如疾病传播[8]、随机游走[9]、同步[10]等。因为平均路径长度对于网

络来说意义重大，所以说对它的研究引起了广泛的重视[11-15]。 
本文的研究所基于的网络模型源于均匀递归树[16]。均匀递归树是ER随机网络之外的一个重要的随机模型。

均匀递归树可以按如下的简单的方式生成：在每一次迭代中，一个新的顶点随机选择连接到一个已经存在的顶

点上。确定性小世界网络是复杂网络中的一个重要的研究分支[17]。在 2002 年，确定视角下的均匀递归树[18]被构

造出来去模仿现实生活网络，该网络的顶点数与时间步成指数关系。在 2008 年，章忠志等人[19]在复杂网络的视

角下对确定性均匀递归树作了详尽的分析。他们得出确定性均匀递归树的拓扑特性，如度分布、平均路径长度、

介数分布、度相关性，并且计算出了 Laplacian 矩阵的特征值和特征向量。确定性均匀递归树的平均路径长度表

现出网络大小的对数规模，然而，它的聚类系数为零。在 2012 年，陆哲明等人[20]根据确定性均匀递归树得到一

个小世界网络。通过在每一个迭代步以一种简单的规则添加一些边，从而可以获得一个高的聚类系数。此模型

的构造是在树的结构的基础上得到二树的典型例子，使被构造的模型具有了小世界性。 
本文用逼近的方法，计算了文献[20]中所构造的模型的平均路径长度。在研究复杂网络的结构属性时，有些

属性难以精确计算，而用数据模拟又具有局限性，本文提供了一个有用的参考。 

2. 模型及特性分析 

确定性均匀递归树的生成过程非常简单[18]。用 tU 表示经过 t 步迭代后的确定性均匀递归树，并用 tV 和 tE 分

别表示其顶点数和边数。其中， 0,1,2, , 1t T= − ，T 为迭代的总步数。如图 1(迭代的前四步)所示。确定性均匀

递归树的生成过程可以描述如下： 
第 0 步：初始状态。当 0t = 时， 0U 为连接两个顶点的一条边，此时， 0 02, 1V E= = 。 
第 1 步： 1tU + 在 tU 的基础上生成。对于 tU 的每一个顶点都对应添加一个新的顶点并分别用一条边相连。从

而有， 1 2t tV V+ = ， 1t t tE E V+ = + 。 
第 2 步：若 1t T< − ，令 1t t= + 转第 1 步。否则，迭代停止。 
上述的迭代进行 1T − 次后，可以得到一个顶点数 12t

tV += 、边数 12 1t
tE += − 的确定性树。 

章忠志等人对确定性均匀递归树的几个重要的拓扑属性进行了研究[19]，其主要结果为：1) 累积度分布

( ) 12 k
cumUP k − += ，关于 k 呈单调递减的指数关系，即确定性均匀递归树是一个指数分布的网络，其度分布与随

机性均匀递归树的度分布类似。2) 平均路径长路 ( ) ( )1 12 1 2 1t t
tUd t + += + − ，当 t →∞时， ln ln 2 1t tUd t V→ = − 。

由此，其平均路径长度与网络顶点个数的对数成正比例关系，具有与均匀递归树和 WS 网络模型类似的小世界

现象。3) 介数分布表现出底为 2 的指数函数关系，具有与均匀递归树相同的规模。4) 度相关性 ( )nnUk k 正相关

于 k 的线性函数，这表明确定性均匀递归树是对称的。尽管他们没有给出确定性均匀递归树的聚类系数，但很

容易知道其聚类系数为 0，因为均匀递归树中不存在三角形。因此确定性均匀递归树不是小世界网络。 
陆哲明等人[20]在确定性均匀递归树生成规律的基础上调整添加边数的规则，使网络具有较大的聚类系数，

从而具有小世界性。用 ( )G t 表示经过 t 步迭代后的小世界网络，并用 tN 和 tB 分别表示其顶点数和边数。其中，

0,1,2, , 1t T= − ， T 为迭代的总步数。随着时间步 t 的递增给每一个顶点标注一个自然数，则其生成过程 
 

 

Figure 1. The first four iterations of the growth process of deterministic uniform recursive tree 
图 1. 确定性均匀递归树的生成过程的前 4 步 
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可以描述如下： 
第 0 步：初始状态。当 0t = 时， ( )0G 为连接两个顶点的一条边，这两个顶点分别标记为“1”和“2”，

此时， 0 02, 1N B= = 。 
第 1 步： ( )1G t + 在 ( )G t 的基础上生成。这一步包含以下两个分步。 
第 1.1 步：生成确定性均匀递归树。 ( )G t 中标号为“ p ”的顶点和新增加的标号为“ tN p+ ”的顶点用一

条边相连。其中， 1,2, , tp N=  。 
第 1.2 步：添加边。 ( )1G t + 中新添加的标号为“ tN p+ ”的顶点和 ( )G t 中标号为“ 1tN p− + ”的顶点用

一条边相连。其中， 1,2, , tp N=  。 
显然，经过这两个分步之后，有 1 2t tN N+ = ， 1 2t t tB B N+ = + 。 
第 2 步：若 1t T< − ，令 1t t= + 转第 1 步。否则，迭代停止。 
上述的迭代进行 1T − 次后，就可以得到一个高的聚类系数的确定性网络。如图 2(a)(迭代的前四步)所示。

上述的迭代进行 1T − 次后，由顶点数和边数之间的关系 1 2t tN N+ = 、 1 2t t tB B N+ = + 及初始条件 0 2N = 、 0 1B = ，

可以计算得出 12t
tN += 、 22 3t

tB += − 。 
陆哲明等人对所构建的确定性小世界网络的几个重要的拓扑属性进行了研究[20]，其主要结果为：1) 度分布

( ) 22 kP k −∝ ，关于 k 呈指数关系，即构造的确定性小世界网络，与包括 WS 网络模型在内的很多小世界网络 

的度分布的表现一致。2) 聚类系数 ( )
1

1

2 2
2 1

t nt

n
C t

t n

− + −

=

= +
+ ∑ ，当 t →∞时， ( ) ln 2C t → 。由此，其聚类系数较高，

符合小世界现象对聚类系数的要求。3) 直径 ( ) ln1
ln 2

tVD t t= + = ，可知网络的直径与网络顶点个数的对数成正比 

例关系，而网络的直径不会大于其平均路径长度，所以网络的平均路径长度增长得更缓慢。表现出小世界现象。 
从所造网络的上述拓扑属性可以断言其为一个确定性小世界网络，因为其具有高的聚类系数和小的平均路

径长度，符合小世界网络对于其拓扑属性的要求。 
实际上，整个过程是将树变成二树。图 2(a)中的曲线部分为新添加的边。这个巧妙的简单的迭代生成过程

也可以换一个视角描述为：初始状态 0t = 时，为连接两个顶点的一条边； 1t = 时，在初始边的两侧条添加一个

顶点，并均与初始的两个顶点相连； 2t = 时，在 1t = 步新添加的边所围成的四边形中，任选一组对边，在此两

边的两侧各添加一个顶点，并均与相应的边上的两个顶点相连，第 t 步的网络模型是在第 1t − 步的基础上生成的：

在第 1t − 步新添加的边所围成的四边形中，任选一组对边按 1t = 时的规则添加新的边，直到网络达到所需要的

规模。如图 2(b)(迭代的前四步)所示。比较图 2(a)和图 2(b)，可以看出，后者将前者平面化了，能清楚地看到此 
 

 
(a) 

 
(b) 

Figure 2. (a) The first four iterations of the growth process of the network proposed by Lu et al.; (b) The first four iterations of the growth 
process of the network proposed by Lu et al. on a new viewpoint 

图 2. (a) 陆哲明等人所构造的小世界网络的生成过程的前 4 步；(b) 在新的视角下陆哲明等人所构造的小世界网络的生成过程的前 4 步 
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网络模型具有自相似性。可见，从图形的结构上审视它，更容易发现网络模型的生成规律。便于用分析的方法

计算该确定性小世界网络的平均路径长度。 

3. 平均路径长度的逼近方法 

平均路径长度是一个重要的刻画网络特性的参数。平均路径长度定义为网络中任意两点间最短路径长度的

平均值。在现实生活网络中，人们常常能注意到“小世界”现象，即短的平均路径长度。对于大多数网络，很

难给出一个精确的计算平均路径长度的方法。很明显，该网络模型的平均路径长度与生成网络的迭代步数 t 有
关。 

根据图 3，下面给出了一种逼近的方法来计算该网络模型的平均路径长度。 
用 ,i jd 表示 ( )G t 中的顶点 i 与顶点 j 之间的最短路径长度，用 ( )V t 表示 ( )G t 中的所有顶点组成的集合，由

定义 ( )G t 的平均路径长度可以表示如下： 

( ) ( )( ) ( )
,

,

1
1 2t i j

i j V t
d d

V t V t ∈

=
−

∑                                (1) 

其中 

( ) 12t
tV t N += =                                       (2) 

根据 ( )G t 的标准的迭代结构来获得 td 的值。图 ( )1G t + 是在图 ( )G t 的两个拷贝（记为 ( )1G t 、 ( )2G t ）之间

连三条边得到的。如图 3 所示。 
 

 

Figure 3. Schematic illustration of the recursive construction of the network proposed by Lu et al. on a new viewpoint 
图 3. 在新的视角下陆哲明等人所构造的小世界网络的循环示意图 

 

两个拷贝 ( )1G t 和 ( )2G t 相互之间通过 ( )1G t 中的顶点集{ },X Y 和 ( )2G t 中的顶点集{ },Z O 连接。 ( )1G t + 中

其余的点称之为内点。 
用 1,2

t∆ 表示从 ( )1G t 的内点到 ( )2G t 的内点的所有最短路径长度之和。用 t∆ 表示 ( )1G t 的点到顶点集{ },O Z
及 ( )2G t 的点到顶点集{ },X Y 的所有路径长度之和。 

( )1G t + 中任意两点之间的路径长度之和(即维纳指数)记为 ( )
( )

,
, 1

1 i j
i j V t

W t d
∈ +

+ = ∑ ，则有 

( ) ( ) 1,21 2 t tW t W t+ = + ∆ + ∆                                    (3) 

将 ( )1G t 的内点分为两类 ( )XP t ， ( )YP t ，则 ( )XP t 中的内点经过点 X 路径长度最小， ( )YP t 中的内点经过点

Y 路径长度最小。同样地我们把 ( )2G t 中的点也分成了两部分 ( )ZP t 和 ( )OP t 有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
2 1

2
t

X Y Z O

G t
P t P t P t P t

−
= = = = = −                           (4) 
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且易知 

( ) ( ) ( ) ( )
, , , ,

X Y Z O
X i Y i Z i O i

i P t i P t i P t i P t
d d d d

∈ ∈ ∈ ∈

= = =∑ ∑ ∑ ∑                             (5) 

令
( )

( ),
X

X i
i P t

d S t
∈

=∑ ，根据网络的结构 

( ) ( ) ( ) 11 2 2 2tS t S t S t −= − + − +                               (6) 

由(6)式可得 

( ) ( ) 11 2tS t S t t −+ − = ⋅                                    (7) 

可以进一步得到 

( ) { } ( ) { } ( ) { } ( ) { }

( )
( )

( )
( )

2 2 1 1

, , , ,
\ , \ , \ , \ ,

, , , ,

5

6 2 5
O Z

t X i Y i Z i O i
i V t Z O i V t Z O i V t X Y i V t X Y

X O O i X Z Z i
i P t i P t

d d d d

d d d d
∈ ∈ ∈ ∈

∈ ∈

∆ = + + + +

= + + + +

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑
               (8) 

而 

( ) ( )
( )

( ) ( ), ,2 1 2 2 1 1
Z

t t
X Z Z i

i P t
S t d d S t

∈

− + ≤ + ≤ − + −∑                      (9) 

由(8)式和(9)式，可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )8 2 1 8 5 10 2 1 8 1t t
tS t S t− + + ≤ ∆ ≤ − + −                        (10) 

另一方面，为了计算 1,2
t∆ ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1,2
, , , ,

, , , ,X O Y Z Y O X z
t u v u v u v u v

u P t v P t u P t v P t u P t v P t u P t v P t
d d d d

∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈

∆ = + + +∑ ∑ ∑ ∑               (11) 

由网络结构的自相似性，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, , ,

, , ,X O Y Z Y o
u v u v u v

u P t v P t u P t v P t u P t v P t
d d d

∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈

= =∑ ∑ ∑                        (12) 

根据(11)和(12)式，易知 

( ) ( ) ( ) ( )

1,2
, ,

, ,
3

X O X Z
t u v u v

u P t v P t u P t v P t
d d

∈ ∈ ∈ ∈

∆ = +∑ ∑                            (13) 

而 

( ) ( ) ( )( )
( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, , , , , , , ,
,

2

,

2

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

2 2 1 2 1

X O X O X O X O O O

X

u v u v u X X O O v u X X O O v
u P t v P t u P t v P t u P t v P t u P t v P t v P t v P t

t t t t t
u X

u P t

t t

d d d d d d d d

d S t S t S t

S t

∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈

∈

 
= = + + = + +  

 

 = − + − + = − + − + − 

= − + −

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑  (14) 

类似地，有 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )2 2

,
,

2 2 1 2 1 2 2 1 2 2 1 2 1
X Z

t t t t t
u v

u P t v P t
S t d S t

∈ ∈

− + − ≤ ≤ − + − − −∑      (15) 

因此，可以得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 21,28 2 1 4 2 1 8 2 1 5 2 1 2 1t t t t t
tS t S t− + − ≤ ∆ ≤ − + − − −            (16) 
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根据初始条件 ( )1 7S = ，有 
当 ( ) ( )8 2 1 8 5t

t S t∆ = − + + ， ( ) ( ) ( )21,2 8 2 1 4 2 1t t
t S t∆ = − + − 时，由(3)式有 

( ) ( ) ( )3 21 2 2 4 2 1t tW t W t S t++ = + + ⋅ +                              (17) 

计算得， 

( )
2 2 2 1 2

2 2 2 1 2

1 42 2 2 1,
3 9 9

7 112 2 2 1,
3 9 9

t t t

t t t

t t
W t

t t

+ + +

+ + +

 ⋅ − ⋅ + ⋅ −= 
 ⋅ + ⋅ − ⋅ −


为奇数

为偶数
                         (18) 

当 ( ) ( )10 2 1 8 3t
t S t∆ = − + + ， ( ) ( ) ( ) ( )21,2 8 2 1 5 2 1 2 1t t t

t S t∆ = − + − − − 时，由(3)式有 

( ) ( ) ( )3 21 2 2 5 2 2 1t t tW t W t S t++ = + + ⋅ − −                         (19) 

计算得， 

( )
2 2 2 1 1

2 2 2 1

5 52 2 2 2 1,
3 18 18

37 1152 2 2 2 1,
3 18 18

t t t t

t t t t

t t t
W t

t t t

+ + −

+ −

 ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ += 
 ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅ +


为奇数

为偶数
                    (20) 

根据前文的定义 ( )
( )

,
,

i j
i j V t

W t d
∈

= ∑ ，由(1)式、(2)式、(18)式及(20)式，当 t →∞时， 

( )2 2 ln 1
3 3t td t V≈ = −                                 (21) 

因此，对于大的网络，平均路径长度的增长与网络的大小规模的增长呈对数关系。并且，经过简单的计算 
2

13
3

t t

t

−
= ，可知对于大的 t ，按规则在均匀递归树的基础上填加一些边得到的确定性小世界网络的平均路径长

度减小了三分之一。 

4. 总结 

现实生活中的很多网络都体现了小世界性。本文运用分析方法中的逼近方法计算出了一个经典的确定性小

世界网络模型的平均路径长度，基于网络模型的结构，计算结果相对精确。发现当网络的规模趋近于无穷时，

其平均路径长度和顶点数的关系为： ~ lnt td V 。本文提供的逼近方法可以作为一些复杂的网络属性的计算的参

考。 
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