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Abstract: This paper gave three models of differential equations for describing social phenomena of gam-
bling. Through qualitative analysis of differential equations, we can analyze the model of differential equa-
tions and the trend of gambling, and get the proper results. 
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摘  要：本文建立三个描述赌博社会现象的数学模型，运用微分方程定性的基本理论来分析微分方程

模型和赌博流行的趋势，得到基本符合实际的效果。 
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1. 引言 

从二十世纪八十年代起，赌博之风死灰复燃。因赌博意识的渗透，高科技手段的运用，赌博之风蔓延异常

迅速，由此带来的社会危害也在日益加剧。而对于赌博的危害，一些人认识不足。有的人认为“赌博只是一种

娱乐而已，大多数人都可以享受赌博的乐趣而不会导致什么问题”。这种认识是极其错误的，大量事实表明，

赌博会给社会经济带来巨大的损失，给家庭和个人带来无比的灾难。为此本文建立三个描述赌博社会现象的数

学模型并通过分析该数学模型来了解赌博流行的趋势。 
本文通过运用微分方程定性的基本理论，来分析微分方程模型和赌博流行的趋势，得到基本符合实际的效果。 

2. 模型 1 

首先借助克马克和麦肯德里克研究微生物传染病动力学时用过的模型。此模型的特点是：不考虑外界措施

等的客观因素，仅仅把赌博这种丑恶现象作为人们正常条件下常态，研究其流行的趋势及结局。 
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设 ( )x t 是赌博人员的人数， ( )y t 是赌博高发人群的人数。建立微分方程模型[1]如下： 

,x axy bx
y axy
= −

 = −





                                    (2.1) 

其中 ,a b是区间 ( )0,1 中的常数，各项的含义是： 
1) (2.1)中的第一式 axy 项表示参与赌博人员与赌博高发人员接触造成的赌博人员人数增加的速度； 
2) (2.1)中的第一式 bx− 项表示由于某些原因(死亡)引起的赌博人员减少的速度； 
3) (2.1)中的第二式 axy− 项表示参与赌博人员与赌博高发人员接触造成的赌博高发人员人数减少的速度； 
4) 0x ≥ ， 0y ≥ 。 
下面讨论模型(2.1)，由问题的实际意义，只分析第一象限的情形 ( )0, 0x y> > 。 

( )d 1 0
d

x b x
y ay
= − + ≠                                (2.2) 

积分可得 

( ) 0 0
0

lnb yx y x y y
a y

= + − +                              (2.3) 

由于(2.1)式的奇点为 y 轴上各点，第一象限无奇点，所以第一象限(2.1)无闭轨。 

由(2.2)可得当
by
a

> 时， x 关于 y 是单调递减的；当
by
a

< 时， x 关于 y 是单调递增的，又正半轴 x 是一条

轨线。 
 

 

Figure 1. Phase diagram of model 1 
图 1. 模型 1 的相图 

 

由图 1 可以看出，若赌博高发人员人数 ( )y t 不超过值
b
a
，那么当 t →+∞时，赌博人员人数 ( )x t 趋于零；

当赌博高发人员人数 ( )y t 超过值
b
a
时，赌博人员将会越来越多，并会发生一个时期的流行，但是赌博高发人员

人数总是越来越少；当赌博高发人员人数减到
b
a
时，赌博人员人数开始减少，且最终趋于零。由此克马克—麦

肯德里克模型是一个乐观的模型，赌博现象最终会消失。 

3. 模型 2 

模型 1 没有考虑政府干预赌博的措施等其他因素，下面将考虑其他因素建立修正模型更客观地反应现象： 

2

,x axy bx
y axy cx y dx
= −


= − − +





                                   (3.1) 

其中 , , ,a b c d 是区间(0,1)中的常数。 
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1) (3.1)中 axy ， bx− ， axy− ， x ， y 各项意义与(2.1)的意义相同； 
2) 2cx y− 表示政府采取措施后使得赌博高发人员人数减少的速度；政府采取措施的强度 c与当时赌博高发

人员人数成正比，与当时赌博人员人数的平方成正比； 
3) dx 表示赌博人员人数增多时，赌博高发人员人数也会随之增多，与当时的赌博人员人数成正比。 
接下来对(3.1)进行定性分析。 
定理 3.1：系统(3.1)在第一象限无闭轨。 
证明：取 Dulac 函数 ( ) ( ) 1,B x y xy −= ，则 

( )( )( ) ( )( )( )2 2 1 2, ,D B x y axy bx B x y axy cx y cx dy x y
x y

δ δ− − −∂ ∂
= − + − − + + = − −
∂ ∂

 

因为 0, 0x y> > 又 0d > 0δ ≥ ，故 0D < 。由 Dulac 准则[2,3]，系统(3.1)在第一象限内无闭轨。 
注：定理 3.1 的现实意义是赌博的流行不会具有周期性，不用担心赌博在各种恶习会周而复始的出现。 

定理 3.2： 1) 当 d b> 时，y 轴的非负半轴上的点是奇点，在第一象限内有唯一奇点 ( ) ( )
0 0, ,

a d b bx y
bc a
− 

=  
 

，

且 0, b
a

 
 
 

是鞍点。记 ( ) ( )
22

0 0 0 0 0 04 2ax cx ax d ay cx y∆ = + + − − ，当 0∆ > 时，此种情况不存在；当 0∆ < 时，( )0 0,x y  

是稳定粗焦点，顺时针绕行；当 0∆ = 时，是稳定的退化结点；当 0∆ < 时，( )0 0,x y 是稳定粗焦点，顺时针绕行。 
2) 当 d b≤ 时，第一象限内无奇点， y 轴的非负半轴上的点是奇点。 
证明：第一步求奇点： 
系统(3.1)的奇点应满足如下条件： 

2

0,

0

axy bx
axy cx y dx e
− =


− − + + =

                             (3.2) 

由(3.2)的第一式得 0x = 或
by
a

= ；若把 0x = 带入(3.2)式的第二式，则有 y 轴的非负半轴上的点是奇点；若

把
by
a

= 带入(3.2)式的第二式，则有 

2 0b bax cx dx
a a

− − + =  

解得
( )a d b

x
bc
−

= 。 

由于只在第一象限内考虑，故上式只能取正号，故要求 d b> ，即得唯一奇点 

( ) ( )
0 0, ,

a d b bx y
bc a
− 

=  
 

 

第二步分析奇点类型： 
为了分析奇点 ( )0 0,x y 的类型，取(3.1)在奇点 ( )0 0,x y 点的线性近似系统 

( ) ( )
0

2
0 0 0 0 0

,

2

x ax y

y d ay cx y x ax cx y

=
 = − − − +





                          (3.3) 

(3.3)的特征方程为 

( ) ( )2 2
0 0 0 0 0 02 0ax cx ax d ay cx yλ λ+ + − − − =                         (3.4) 
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其中
( )

0
a d b

x
bc
−

= ， 0
by
a

= 故 

( ) ( )22

0 0 0 02 0
a d b

ax d ay cx y
bc
−

− − − = >                             (3.5) 

所以特征方程(3.4)式中左端的常数项为正，有两个非零实部的特征根： 

( ) ( ) ( )
22 2

1,2 0 0 0 0 0 0 0 0
1 4 2
2

ax cx ax cx ax d ay cx yλ  = − + ± + + − −  
 

因此，( ) ( )
0 0, ,

a d b bx y
bc a
− 

=  
 

不是中心， 1,2λ 只能是两个负数或共轭复数，所以只能是结点或焦点，不是鞍点[2,3]。 

在以 ( )0 0,x y 为坐标原点经 xoy 平移后得到的坐标系中，线性近似系统(3.3)的第一式可知，上半平面 ( )x t 单

调上升，下半平面 ( )x t 单调下降，所以 ( )0 0,x y 不会是双切结点或临界结点，由此可得∆不会是正的。 
焦点是可能出现的，若取 1 2a b c d= = = = ， 0 0 1x y= = 则 

( ) ( )
22

0 0 0 0 0 04 2 1 0ax cx ax d ay cx y∆ = + + − − = − <  

又由于 1λ 和 2λ 的实部均是负的，即 ( )2
0 0

1 0
2

ax cx− + < ，则可知存在焦点且是稳定的粗焦点。 

由于线性近似系统(3.3)的第二式中 0 0 02 0d ay cx y− − < ，在以 ( )0 0,x y 为原点的坐标系中，右半 x 轴实轴轨线

向下，左半 x 轴实轴轨线向上，轨线顺时针绕行。 

单切(退化)结点也有可能出现，例如取 a b c= = 时，有 0
d ax

a
−

= ， 0 1by
a

= = ，欲使 0∆ = 只需 

( ) ( )
22

0 0 0 0 0 04 2 0ax cx ax d ay cx y∆ = + + − − =  

化简后有 2 24d a= ，即 2d a= 。 

取 2d a= 时，会出现退化结点，又特征根是负数即 ( )2
0 0

1 0
2

ax cx− + < ，故是稳定的退化结点。 

4. 模型 3 

在模型 1 和 2 的基础之上，我们既考虑政府打击力度的影响又考虑社会力量的影响后建立模型 3： 

2

,x axy bx
y axy cx y dx e
= −


= − − + +





                                  (4.1) 

各项意义如下： 
1) 此模型是在模型 2 的基础上增加一项 e，其他各项如前所述； 
2) e表示易染赌博人群的受社会影响的自然增长率，且 0e ≥ 。 
类似前边的讨论可有以下结论： 
定理 4.1： 1) 若 0e > ，则系统(3.1)在第一象限有唯一奇点： 

( ) ( ) ( )22

0 0

4
, ,

2
a d e a d b abce bx y

bc a

 − + − − =
 
 

 

记 ( ) ( )
22

0 0 0 0 0 04 2ax cx ax d ay cx y∆ = + + − − ，当 0∆ = 时，( )0 0,x y 为稳定的退化结点；当 0∆ < 时，则 ( )0 0,x y
为顺时针绕行的稳定粗焦点；当 0∆ > 时，此种情况不存在； 
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2) 若 0e = ，结论如定理 3.1。 
由此画出模型 2、3 的相图为： 
 

 
(a) 0, 0,e d b= ∆ < >         (b) 0, 0,e d b= ∆ = >         (c) 0,e d b= ≤  

 
(d) 0, 0e∆ < >          (e) 0, 0e∆ = >  

Figure 2. Phase diagram of model 2, 3 
图 2. 模型 2、3 的相图 

 
从相图上可以得到以下结论： 

1) 赌博高发人员人数
by
a

= 是流行的阈值，
by
a

>  即图中的 I 区流行区域在这个区域参与赌博的人群人数

随时间的增加而单调递增，赌博发生流行。 

2) 赌博高发人员人数
by
a

< 时，即在
by
a

= 的水平线下方，是赌博现象的流行缓解区域 II 与扑灭区 III；在 

水平虚线表示出的扑灭区 t →+∞时赌博人员人数趋于零而消失；在斜虚线表出的缓解区域，当 t →+∞时赌博

人员人数与赌博高发人员的人数将趋于一个极限值，即 ( ) 0x t x→ ， ( ) 0y t y→ 达到稳定平衡状态。 

3) 当赌博高发人员人数超过阈值即
by
a

> ，即使赌博人员人数减少也会发生流行；如果当时赌博人员人数

相当多，但赌博高发人员人数较少
by
a

< 随着时间推移，赌博高发人员人数也要自然减少最后还是会消除赌博现

象。 

4) 由于
( ) ( )22

0

4
2

a d e a d b abce
x

bc
− + − −

= 表明 c越大，即政府采取措施的强度越大 0x 越小越易控制；反之

将失控。 

5. 总结 

优点：本文通过三个模型，逐个分析得出和实际情况较为符合的结论。此时提醒我们政府必须采取切实有

效的措施来控制赌博恶习的传播，使社会处在一个良性发展的空间里。 
缺点：一方面没有考虑不易参与赌博的人群对赌博人员和赌博高发人员的影响，当然不易参与赌博人员的
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增长速度受社会力量的干预和赌博高发人员的人数的影响。另一方面对总体人数也没有作一个明确的假定，只

是考虑了人群中两个比较重要的类，而不考虑不易参与赌博人群的影响。 
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